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t~,QUILIBRAGE D'UN MARCHI~ DE RI~ASSUlZANCE 

JEAN LEMAIRE e t  MICHEL LOREA 

Unive r s i t 6  L ib re  de Bruxe l l es  

I t  is d e m o n s t r a t e d  t h a t  t he  p r o b l e m s  of ba l anc ing  a r e i n su rance  n e t w o r k  a n d  
f ind ing  the  n l a x i n l u m  flow in a grapl l  are  ident ical .  Gale ' s  t h e o r e m  is app l i ed  f i rs t  
in o rder  to  p r o v e  a con jec tu re  of Sousselier  conce rn ing  s imple  f i rs t  order  ne tworks ,  
n e x t  to  e x t e n d  those  resu l t s  to  a n y  ne twork .  T he  b a l a n c e d  r e in su rance  scheme  can  
effect ively  be c o n s t r u c t e d  b y  m e a n s  of F o r d  a n d  F u l k e r s o n ' s  a lgor i thm,  as is s h o w n  
by  an  example .  F ina l ly ,  we d e m o n s t r a t e  t h a t  g r a p h  t h e o r y  p rov ides  tools  ab le  to  
t ack le  more  genera l  p r o b l e m s  t h a n  t h e  one  cons idered  by  Soussel ier :  c apac i t y  
c o n s t r a i n t s  and  r e in su rance  costs  are i n t r o d u c e d  in t he  model .  

1. INTRODUCTION 

Dans sa communication au colloque ASTIN de Taormine, J. SOUSSELIER (1978) 
a prdseut6 le march~ de la r6assurance sous forme d'un graphe. Des conditions 
n~cessaires et suffisantes pour que l'dquilibrage puisse 6tre r~alisd ont dtd 
prdsent~es dans un thdorbme de base et sa rdciproque, que l 'auteur n'a pu 
d6montrer que dans le cas d'un march6 ne comprenant pas plus de 4 assureurs. 

Nous nous proposons de ddmontrer ces th~or~mes, en ramenant le probl6me 
de l'dquilibrage ~ la d6termination du flot maximum dans un rdseau de trans- 
port. Le thdor6me de base se ddduit alors d'un r6sultat de Gale. Si l'dquilibrage 
est possible, l'algorithme de Ford et Fulkerson permet de construire la solution ; 
s'il est impossible, l 'algorithme indique les raisons qui emp6chent la r6alisation 
de l'dquilibre. 

Sousselier avait conjectur6 le th6or6me de base uniquement dans le cas d'un 
"r~seau simple de premier degr~", ne comprenant que des assureurs et rdassu- 
reurs de premier degr6, sans liaisons internes ni r6trocessions. A l'aide du d~- 
doublement de certains sommets et d'tm algorithme de transitivisation du 
graphe, nous 6tendons le thdor6me au r~seau le plus gEnEral, pouvant comporter 
plusieurs degr~s de r6assurance, des r6trocessions, des cycles de r~assurance . . . .  
et nous construisons effectivement le schema de r~assurance. Cette section est 
illustr~e par un exemple. 

Nous montrons enfin que la th6orie des graphes permet d'aborder des pro- 
blames de r~assurance plus gdndraux que celui envisage par Sousselier: 

- -  des limitations de cessions entre assureurs et un r~assureur peuvent 6tre 
introduites sous forme de contraintes de capacitY; 

- -  un cofit de r6assurance peut ~tre associ~ ~ chaque arc; dans le cas d'une 
surabondance de r6assurance, le sch6ma le plus 6conomique peut ~tre 
obtenu en appliquant un algorithme "flot maximum de cofit minimum". 
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2. PROBLEMES DU FLOTS EN THI~ORIE DES GRAPHES 

Un graphe (X, U) est d6fini par  

X = {xl,  x2 . . . . .  Xn} l 'ensemble de ses sommets,  et 
U c X x X l 'ensemble de ses arcs, un arc x ,x j  &an t  d6fini par  son extr6mit6 

initiale x, et son extr6mit~ terminale  x 1. 

Un graphe est appeld "r6seau de t r an sp o r t "  si h chaque sommet  x est 
associ6 un nombre  r&l d(x), et si k chaque arc x ,x j  est associ& une capacit6 C,j; 
si d(x) > o, il y a en x une demande  d 'une  quant i t6  d(x) d 'un  produi t  quelconque;  
sid(x) < o, le sommet  x offre une quant i t6  [ - d ( x ) ]  du produi t  envisag6, il fa- 
br ique  la quant i t6  s t r ic tement  posit ive [ -d(x) ]~  enfin, si d(x) = o, le sommet  ne 
fabrique n i n e  consomme le produit .  R6soudre un probl~me de t ranspor t  
consiste ~ faire circuler le produi t  dans les arcs du graphe,  depuis les points de 
fabr ica t ion j t t squ 'aux points de demande,  en respec tant  les cont ra in tes  de 
capacitd:  par  tou t  arc x tx j  peut  passer un flot, ~0,j, positif ou nul, mais qui ne 
peut  en aucun cas ddpasser la capacit6 C,j de l 'arc. 

Le probl~me poss~de une solution si toutes  les offres et toutes  les demandes  
peuven t  &re satisfaites. Une condit ion n&essaire  (mais non suffisante) d'exis- 
tence d 'une  solution est que 

b )  .~ d(x) = x [ -d (x ) ]  
x : d ( x )  > o x : d ( x ) <  o 

Dans le cas ott (1) est satisfaite, le th~or&me de GALE (1957) fourni t  une 
condit ion n&essaire  et suffisante d 'exis tence d 'une  solution 

(2) d(S c) ~< C(S, S c) ¥ S c X, 

offi S est un ensemble de sommets, S* son compl6mentaire,  

d(S c) ---- ~ d(x) et C(S, S c) = ~ ~ C~ t. 
x ~ S *  i ~ S  j ~ S c  

(2) exige donc que la demande  d 'un groupe quelconque de sommets  soit 
infdrieure ou 6gale ~t la somme des capacit6s des arcs en t ran t  darts ce groupe. 

L ' a lgor i thme  de FORD et FULKERSON (1962), br i~vement  d&r i t  ci-apr~s, 
pe rmet  de construire  effect ivement  une solution, n est d ' abord  n&essaire  de 
compl6ter  le graphe en a jou tan t  deux sommets  fictifs: 

- -  l 'entr6e,  ou la source, x,~, reli~e k tou t  sommet  p roduc teur  par  un arc de 
capacit6 [ - d ( x ) ]  ; 

- -  la sortie, ou la dest inat ion,  x,~, rel i& k tou t  sommet  demandeur  par  un arc 
de capacit6 d(x). 

Le probl~me consiste alors k faire passer un flot de valeur  max imale  depuis 
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l 'entr6e jusqu '~  la sortie. Ce flot. de va leur  q~ et d 'd l4ments  9,j, doit  sat isfaire 
aux  cont ra in tes  

a) q~j>~o ¥ i , j  

(3) b) cp~ 1 ~ C~j 

c) 2 (q~j - ~oj~) = o ~ i ~ @ . i s  
1 

d) ~ (~o,~j - q~,,) = 2 (~;,~ - ~0,~). 

L ' in t e rp r6 t a t ion  de ces cont ra in tes  est imm6dia te :  pa r  tou t  arc passe un 
flot non nfgat i f ,  r e spec tan t  les cont ra in tes  de capaci t6;  il n ' y  a ni des t ruc t ion  
ni cons t ruc t ion  de flot dans les s o m m e t s  in term6diai res ;  le riot to ta l  est donc 
le riot net  issu de l 'origine, ou a r r i van t  ~t dest inat ion.  

Algorithme de Ford et Fulkerson 

1. On pa r t  de n ' i m p o r t e  quel riot de valeur  qb (6ventuel lement  nulle), satisfai-  

sant  aux  contraintes .  
2. On a t t r ibue  ~ chaque s o m m e t  p roduc teu r  x, tme m a r q u e  (~ condit ion que 

~ > O) 

(@, ~ .  + )  

~, est 6gale k la capaci t6  r6siduelle de l ' a rc  x ~ x ,  : C,~, - d~,~ = - d ( x d  -q~,., 
0~, repr6sente  donc l ' accro issement  possible de flot en x,. 

3. On essaie de m a r q u e r  chaque sommet .  Un s o m m e t  xj peu t  ~tre ma rqu6  ~. 
pa r t i r  de x, 
• soit dans  le sens de l ' a rc :  (i, ~zj, + ) ,  avec  o~j = min (~,, C , j -  q~lj); 

l ' accro issement  possible de riot en xj est l imit6 pa r  l ' accro issement  en 
x, et par  la capaci t4  r4siduelle de l ' a rc  x ,x j  (~j > o) ; 

• soit dans  le sens oppos6 : (i, cq, - ) ,  avec  ~j = min  (0~j, qbj,) ; on a u g m e n t e  
le flot net a r r ivan t  en xj en d iminuan t  le riot qui en sort  (ej > o). 

4. • Si on ar r ive  ~. m a r q u e r  la sortie x, s au m o y e n  d 'une  marque  (xj, ass, +), il 
est possible d ' a u g m e n t e r  le riot d ' un  quant i t6  e,s. Le p remie r  616ment 
de chaque  m a r q u e  pe rm e t  de r e t rouve r  le chemin par  lequel l 'accroisse- 
men t  de flot passe et de modif ier  les q0,j et les capaci t6s rdsiduelles en con- 
s6quence 
• si la nouvelle va leur  du flot ~ '  = ~ + 0% est 6gale h la va leur  max i -  

male  G d(x), on a cons t ru i t  une solution au prob l6me;  
x : d ( x )  > o 

• sinon, on r ep rend  ~t l '6 tape  2. 
• Si on n ' a r r i ve  pas  h m a rque r  la sortie, il n ' y  a pas  m o y e n  d ' a u g m e n t e r  la 

va leur  du riot et il n ' y  a pas  de riot meil leur que +. 

8 
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Ford  et Fulkerson ont,  en outre,  d6montr6 le th6or6me suivant .  Une coupe 
dans un rdseau est une par t i t ion  (S, S c) des sommets ,  telle que Xt~ e S e t  
X,~ e S c. La valeur  du flot max imum est 6gale ~ la capacit6 de la coupe 
min inmm 

max  qb = min C(S, Se). 
S 

Dans le cas off il n 'y  a pas de solution, la coupe min imum est constitu6e par  
(M, Me), off M est l 'ensemble des sommets  marqu6s au cours de la derni~re 
itdration. La  consid6ration de cet te  coupe est par t icul i6rement  intdressante,  
car elle indique les raisons qui emp~chent  la sat isfaction de la rencont re  offre- 
demande.  En  effet, les sommets  producteurs  marqufs  sont ceux qui ne par- 
v iennent  pas ~t 6couler leur marchandise,  et les sommets  consommateurs  non 
marqu6s sont ceux qui ne parv iennen t  pas ~. satisfaire leurs demandes.  

3. LE RI~SEAU DE RI~ASSURANCE SIMPLE DE PREMIER DEGRI~ 

Considdrons un march6 (ou un r6seau) de rdassurance, form6 par  un ensemble 
de m assureurs directs A, qui se r6assurent aupr~s de n rdassureurs de premier  
degr6 Rj; ceux-ci, ~t leur tour,  rdtroc~dent une pat t ie  de leur encaissement k 
des r6assureurs de 2e degrd, et ainsi de suite, jusqu'~t un 6mie t tement  complet  
ou a tomisat ion des risques. Notons  a, les cessions des cddantes A,, r j l e s  con- 
servat ions des r6assureurs Rj, A l 'ensemble des assureurs et R l 'ensemble des 
r6assureurs. 

Pour  reprendre  la terminologie de Sousselier, le march6 de r6assurance est 
simple s'il n 'exis te  ni cessions internes (r6trocessions d 'assureurs  entre  eux 
ou entre rdassureurs de m~me degrd) ni cessions r6trogrades (cession d 'un  rdas- 
sureur aupr~s d 'un  assureur ou d 'un  r6assureur de degrd inf6rieur). I1 est de 
premier  degr6 s'il n 'existe  aucun rdassureur de degrd sup6rieur h u n .  

Un r~seau simple de premier  degr6 se ram~ne faci lement ~k un r~seau de t rans-  
port  en supposant  que les c6dantes sont les producteurs  [a, = -d(x~)] et que les 
consommateurs  sont les r6assureurs [rj = +d(xl)].  

A~ 

a A2 r l  

a 
ortie 

Entr6e  rn 

Am 

Fig. l, R6seau simple de premier degr6. 
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De la source pa r t  un arc de capaci t6  a, vers  chaque  A,. De chaque  R t p a r t  
un arc de capaci t6  rj. Un t rai t6  de r~assurance entre  un assureur  A, et un r~- 
assureur  Rj est repr6sent~ pa r  un arc A ,Rj  de capaci t6  infinie. Le march6  de 
r6assurance est dit ~quilibr6 si chaque  assureur  pa rv ien t  k c6der tou t  son ex- 
c6dent  a, et si chaque  r6assureur  re~oit son plein de conserva t ion  rj. Le probl~me 
de l '6quil ibrage du march~ de r6assurance  se ram&me ainsi /t la d6 te rmina t ion  

m n 

d 'un  flot de valeur  ~ a~ -- l~ rj dans  le r~seau de t r a n s p o r t  associ~. 
. ~ - t  J - I  

Thdor~me 1 (ou th6or~me de r~ciprocit~ de Sousselier) 
m n 

Si ~ a, = ~ r1, une condit ion n6cessaire et suff isante  pour  que le r6seau 
J - t  i - 1  

de r6assurance s imple de p remier  degr~ puisse 6tre dquilibr~ est que, pour  tou t  
ensemble  R + de r~assureurs,  

(4) X r~ ~< X a~, 
j e R  + i e A ( R  +) 

oh A (R +) est l ' ensemble  des assureurs  connect6s £ au moins  un rdassureur  de 
R + . 

Ddmonstralion. 

Nous allons d6mont re r  que le t M or~ m e  1 se d6duit  du th6or&me de Gale;  il 
nous faut  donc mon t r e r  que, dans  le cas du r~seau s imple de p remier  degr6, (2) 
et (4) sont 6quivalentes.  La  d6mons t ra t ion  s 'e f fec tue  dans  le g raphe  ne compor-  
t a n t  pas  les sommet s  "entr6e" et " sor t i e" .  
(2) implique (4). En effet, il suffit  de poser  

S c = [ R + u A ( R + ) ] .  

P a r  d6finit ion de S c, aucun  arc a y a n t  son origine en S n ' a  son ext r6mi t6  
e n S  c. D o n c C ( S , S  c) = o, et (2) s e r a m & n e  h 

d(Sc) = x a(x) 
x ~ S  c 

= X d(x) + X d(x) 
x ~ R  + x ~ A ( R )  + 

= Z r /  - X a~ ~< o, ce qui ~tabli t  (4). 
j e R +  i e A ( R + )  

(4) implique (2). Soit S un ensemble  de sommets .  Trois cas p e u v e n t  se pr6senter :  

1. il y a au moins  un arc de S vers S c. 
(2) est alors t r iv i a l emen t  sat isfai te  (l 'arc fitant de capaci t~ infinie) ; 
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2. il n ' y  a aucun  arc de S vers S c et R n S e = +. 

(2) est sat isfai te  car 

d(S c) -- Z a, ~< 0 = C(S, So); 
i (A n So) 

3- i l n ' y a a u c u n a r c d e S v e r s S  e e t R n S  c ~ - R  + # ~. 

Alors ~ rj ~< .~ a~ (par hypoth~se)  
j ~ R  + i ~ A ( R  +) 

~< ~ a~ (car A n S c ~ A(R+), aucun  arc n 'a l lan t  
i E (A n S c) d e S  vers So), 

Donc  Z r t - X a, ~< o = C(S, So). 
j e (R n i e (A n 

Corrollaire (ou th~or~me de base  de Sousselier) 
ra  

Si X a, = -, r:, une condit ion n~cessaire et suff isante  pour  que le r6seau 
~ - 1  ] - I  

de r6assurance puisse ~tre 6quilibr6 est que, pour  tout  ensemble  A + d 'assureurs ,  

(5) X a, .~ X rj, 
i ~ A +  j E R ( A  +) 

o~ R(A +) est l ' ensemble  des r~assureurs connectds ~t au moins  tin assureur  de 

A + 
Ce corollaire est imm6dia t  si l 'on r em arq ue  qu '~  un flot de r6assurance dans 

un sens cor respond un flot de pr imes  de r6assurance dans  l ' au t r e  sens. 
Comme l 'a  fai t  r e m a r q u e r  Sousselier, le h o m b r e  de condit ions du type  (4) 

ON (5) /t. v6rifier devient  consid6rable lorsque le r~seau est grand.  Pour  v6rifier 
si l '6quil ibrage est possible, il nous pa ra l t  beaucoup  plus s imple d ' app l ique r  

l ' a lgor i thme de Ford  et Fulkerson,  p r o g r a m m 6  au jourd 'hu i  pour  des graphes  
c o m p o r t a n t  jusqu '~  500 s o m m e t s  et 4000 arcs. S'il existe une solution, l 'algo- 
r i thme  la fournit .  S'il n ' en  existe pas,  l '6 tude des sommet s  marqu6s  lots de la 
derni~re i t6rat ion nous donne:  

• les assureurs  (marquis )  qui ne peuven t  se r6assurer  in tdgra lement  et au- 
ra ient  intdr~t ~ ~tablir  de nouveaux  trait6s,  de pr6f6rence avec  

• les r~assureurs (non marquds)  qui ne pa rv iennen t  p a s / t  a t t e indre  leur plein 
de conservat ion.  

4. LE R1~SEAU DE R]~ASSURANCE GI~N1~RAL 

Dans  le cas du r6seau de r6assurance le plus g6ndral, nous ne ferons pas, c o m m e  
Sousselier, la dist inct ion entre  les degrds de r~assureurs. Nous consid6rons 
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seulement un ensemble A d'assureurs et un ensemble R de rdassureurs, les 
cessions r6trogrades entre r~assureurs devenant ainsi des liaisons internes. 
De m~me, nous 61iminons les liaisons internes entre assureurs et les liaisons 
r6trogrades entre r6assureurs et assureurs en d6doublant certains sommets: 
chaque fois qu'une compagnie joue 5. la lois le r6le d'assureur et le r61e de 
r6assureur, nous lui associons deux sommets, l 'un correspondant ~t sa fonction 
d'assureur direct, l 'autre 5. son occupation de r~assureur. Tout r~seau de r6as- 
surance peut ainsi se ramener h un graphe canonique, sans liaisons internes 
entre assureurs ni cessions r6trogrades, comme l'illustre l 'exemple suivant. 

Exemple. 
Soient 8 compagnies (A1 . . . . .  As), dont les cessions valent respectivement 
(lO, 15, 5, lo, 20, 25, lO, 5) et 2 r6assureurs (R2, R3) qui acceptent respective- 
ment 16 et 4 o. Les compagnies (A1, A6, As) jouent cependant 6galement le 
r61e de rdassureurs de pleins respectifs 13, 2 3 et 8; nous leur associons 3 "filia- 
les" (R1, R4, Rs). 

Supposons que les trait6s de r6assurance suivants aient 6t6 conclus: 

A ~ vers R2 et R3 R1 et R2 ont sign6 un trait6 d'6change 
A2 vers R1 et R2 R4 vers  R3 
A3 vers Ro RE vers Ra et Ra 
A4 vers R3 
A5 vers R2, R3, R4 
A6 vers R3, Rs 
A 7 vers R5 
As vers R4. 

Le r6seau de transport  sous forme canonique associ6 est pr6sent6 en figure 2. 
Nous allons ramener ce probl~me au cas pr6c6dent en associant au graphe 

sous forme canonique un r6seau simple de premier degr6 appel6 graphe transiti- 
vis6, obtenu en rempla~ant les liaisons internes entre r6assureurs par des arcs 
entre assureurs et r6assureurs exprimant toutes les liaisons indirectes possi- 
bles. Par exemple, As n'a pas conclu de trait6 de rdassurance avec R3, mais 
elle lui est quand m~me li6e indirectement, par l 'interm6diaire de R4. Nous 
remplacerons donc l 'arc RaRs par un arc AsR3. Bien entendu, apr~s cette op6ra- 
tion de transitivisation, il faut supprimer les arcs 6ventuels reliant une compa- 
gnie h sa filiale, pour exprimer le fair qu'une compagnie ne d6sire 6videmment 
pas se rdassurer elle-m~me (dans l 'exemple il s'agit des arcs A~R~ et AoR4). 

Math6matiquement,  le graphe transitivis6 peut s 'obtenir en consid6rant la 

matrice d'adjacence (A-  R) 1 entre assureurs et r6assureurs (la matrice qui 
comporte, en i,me ligne et en j~me colonne, un I s'il existe un arc A,Rj, un z6ro 
sinon) et la matrice d'adjacence ( R -  R) entre r~assureurs. La matrice d'ad- 
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A I 

S o r t i e  
E n t r e e  

A s 

Fig. 2, R6seau de r6assurance g6n6raI. Fo rme  canonique.  

R~ 

E n t r e e  

A 8 

Fig. 3, R6seau de r6assurance g~n6ral. Fo rme  transitivis6e. 

Sor  I io 
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jacence (A - R) k dont  les fiMments valent  t ou o selon qu'i l  existe ou non un 
chemin indirect de longueur k entre A, et Rj, s 'obt ient  par mult ipl icat ion 

bool4enne 

(A - R) g = (A - R) ~ - x ® ( R  - R), k = 2 , 3  . . . .  

La somme bool4enne 

(A - R) = X (A - R) k 
k-I 

fournit  (~ l'41imination des arcs entre compagnies et filiales pros) le graphe 

transitivis4. 
Ce graphe 4tant  un r4seau simple de premier degr6, nous sommes ramen4s au 

cas pr4cddent, ce qui nous permet  

• de tr ivialement g6n4raliser le tMor~me t au cas g4n4ral 

Ttdor~me 2. 
m 

Si Z a, = £ rj, une condition n4cessaire et suffisante pour  qu ' un  r4seau de 
~-1 ] - I  

rdassurance quelconque puisse ~tre dquilibr4 est que, pour  tout  ensemble R + 

de r4assureurs, 

X r/~< E a,, 
j e R + i e A ( R  +) 

off A(R +) est l 'ensemble des assureurs connectds h au moins un r4assureur 

de R + par un chemin de longueur quelconque. 
Le coroUaire se g4n4ratise de la meme mani~re; 

• d 'appl iquer  l ' a lgor i thme de Ford  et Fulkerson pour  construire ]a solution, 
ce qui est fait ci-dessous dans le cas de l 'exemple. 

It6ration Marques Flot total 

l Ai :  (E,  IO,+);  R2." (Ai, IO,+);  S: (R2, lO,+) 1o 
2 A2: (E, 15,+) ;R. :  (Au, 6,+);  S: (R 2, 6,+) 16 
3 Aa: (E, 9 , + ) ; R t :  (Az, %+);  S: (Ri, 9,+) 25 
4 Aa: (E, 5 ,+) :R3:  (A3, 5,+);  S: (R3, 5,+) 3 ° 
5 A4: (E, lo ,+);R3: (A 4, 10,+); S: (R3, 10,+) 40 
6 As:(E,  2o,+);Rt:(As ,  2 ° , + ) ; S : ( R t ,  4,+) 44 
7 As: (E, 16,+);R3: (A6, t6,+);  S: (R3, 16,+) 60 
8 Ae: (E. 25,+);Ra: (Ae, 9,+);  S: (R 3, %+) 69 
9 AT: (E, lo ,+);  R4: (AT, 1o,+); S: (R 4, lo,+) 79 

IO As: (E, 5,+);R4:  (As, 5,+);  S: (R4, 5,+) 84 
l l  A,: (E, ]6 ,+) ;R~:  (A6, 16,+); S: (R 5, 8,+)  92 
12 A6: (E, 8 , + ) ;  R3: (A6, 8,-Jy); A5: (R3, 8 , - - ) ;  R4: (As, 8 , + ) :  S: (R4, 8 ,+ )  t o o  
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La solution est donc 

Assureur R~assureur Cession Remarque 

.A 1 R 2 I0 

A s R s 6 
A 2 R, 9 
A3 R3 5 
A 4 R 3 lo 
A~ Rt 4 
A 5 R 3 8 
A 5 R 4 8 

A 6  R3 17 
A 6 R 5 8 
A~ R 4 Io 
As R~ 5 

1 O O  

Directement ou par l 'interm6diaire de R, 
Directement par ou l'interm6diaire de R 2 

Par l 'interm6diaire de Ra 
Directement ou par l'interm~diaire de R 4 

Directement ou par l 'interm6diaire de R s 
ou p~r le chemin AoR~R4R 3 
Par l 'interm4diaire de R s 

REMARQUES 

I. La solution propos4e ci-dessus n'est certainement pas la seule. L'ordre de 

marquage des sommets n'est en effet pas imposd par l'algorithme et un 

autre ordre peut conduire 5. une autre solution. Nous avons choisi un ordre 

p e r m e t t a n t  de d d m o n t r e r  l ' u t i l i t 4  des m a r q u e s  n4ga t ives  k la derni~re  i t4ra-  

t ion .  

2. C h a q u e  i t d r a t i o n  p e r m e t  de s a tu r e r  u n  a s su reu r  ou u n  r6assureur .  

3. I1 exis te  s o u v e n t  p lus ieur s  man i~res  de rdaliser  u n e  cess ion;  ainsi ,  la cession 

17 de A6 k R3 p e u t  s ' e f fec tue r  soit  de man i ~ r e  directe ,  soi t  pa r  l ' i n t e r m 4 d i a i r e  

de Rs, soit  encore  pa r  le c h e m i n  A6RsR4Ra. On p e u t  pa r  exemple  d4cider  

de t o u j o u r s  s41ect ionner  le c h e m i n  qui  c o m p o r t e  le mo ins  d ' i n t e r m4d i a i r e s .  

4. D a n s  l ' e x e m p l e  que  n o u s  a v o n s  consid4rd,  il est  e x t r ~ m e m e n t  s imple  de 

d4terminer les differents chemins qu'une cession peut emprunter, puis de 
d4terminer le plus court. Sur ordinateur, cela peut ~tre r4alis4 h l'aide 
d'un algorithme de plus court chemin quelconque (par exemple I'algorithme 
de Ford ou celui de Bellman-Kalaba, d4crits dans Roy  (1969)). 

5. L'algorithme n'est pas perturb4 par la pr4sence d'un cycle (entre R1 et R~). 

6. On peut v6rifier que si l'on supprime le seui arc RsR4, il n'existe pas de 
solution. Le flot maximal est de 98; une des compagnies Aa, A4, A6 ou A7 
ne par~dendra pas k se r6assurer compl~tement, et un des r6assureurs R~, R~ 
ou R4 n'atteindra pas son plein de conservation. 

5. G~NERALISATIONS 

La thdorie des graphes permet de consid4rer des probl~mes plus g4n~raux que 
ceux envisa@s dans ce qui pr4c~de. Citons notamment : 
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5.1. Introdudion de contraintes de capacitd 

I1 se peut  fort  bien qu 'un  assureur A, ne souhaite  pas " m e t t r e  tous ses ceufs 
dans le m~me panier"  et impose une l imitat ion c,j < al 5. sa cession vers Rj. 
De m~lne, un r6assurettr peut  vouloir  diversifier son portefeuil le et ne pus t rop  
recevoir  d 'une  seule source. L 'a lgor i thme de Ford  et Fulkerson n 'es t  pas 
modifid par  l ' in t roduct ion de capacitfs ,  et le thdor~me 2 devient :  

Thdor~me 3. 
m n 

Si % a, = % rj, une condit ion ndcessaire et suffisante pour  que le rdseau 
t - x  ~ - I  

puisse ~tre dquilibrd est que, ¥ R + c R, 

E rj ~< Z min[a~, E clj], 
j e R + i e A(R  +) j e R + 

ofa, comme pr~cfdemment ,  A(R +) est l 'ensemble des assureurs connectds 
(directement  ou indirectement)  5. au moins un rdassureur de R+ 

5.2. Surabondance de rdassurance. Introahtction d'un crit~re-coz;t 
ra 

Si ~ r j >  ~, a,, un crit~re suppldmentaire  peut  ~tre in t rodui t :  i t  cofit 
~--I ] - -1  

de la r6assurance. Si par  exemple  les assureurs choisissent tous un trai t6 en 
quote-par t ,  et si les rdassureurs appl iquent  le principe de l ' espf rance  mathdma-  
tique, en exigeant  en plus de la pr ime pure une surcharge de s6curitd pro- 
port ionnelle  5. l 'espdrance du risque pris en charge, on peut  associer un "cofi t  
uni taire  de t r anspo r t "  hj = ~j E(ao) ~ chaque unit6 a,j cdd6e, oil ~ est It  
t aux  de chargement  de Rj. I1 faut  alors dfiterminer un flot satisfaisant aux 
contra intes  (3) et minimisant  % ht ~*J. 

U 

II existe plusieurs algori thmes (FORD et FULKERSON (1962)) p e r m e t t a n t  de 
r~soudre ce probl&me de type  "f lot  max imum de cofit m in imum" .  Vu la 
s t ruc ture  simple du graphe transitivis6, on peut  se ramener  X un probl&me de 
t ranspor t  classique (KAUFMANN (X964)) en in t roduisant  un assureur fictif 
suppl~mentaire  de cession .... rj - -  % a,, avec des cofits unitaires de t ranspor t  
prohibitifs,  s 

5.3. Remarque d'Ordre Pralique 

Le fait  d 'avoi r  r6solu les probl6mes de l '6quilibrage d 'une  mani6re thdorique 
n 'est  pas d 'un  grand secours sur le plan prat ique,  car, ainsi que l 'a d6jh indiqu6 
Mr. SOUSSELIEI~, il faudrai t  pour  cela un bureau internat ional  poss6dant 
toutes  les donn6es sur les besoins de r6assurance des diverses Compagnies 
directes ainsi que sur les possibilit6s d 'accepta t ion de ~ous les Rfiassureurs, 
ce qui est d6j~ inconcevable et de plus, ce qui l 'est encore d'avantage, une 
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autorit6 centrale capable d'imposer ~k toutes les parties une coordination 
rigoureuse de toutes leurs op6rations de r6assurance. 

Cela revient ~k dire que m~me si les conditions th6oriques de l'6quilibre 
sont remplies, l'6quilibre ne serait pas atteint dans la r6alit6. Ainsi le "rende- 
ment" de la r6assurance est tr&s inf6rieur ~. loo %. 

Ce qui justifie l'id6e, plusieurs lois exprim6e par Mr. SOUSSELIER, de recher- 
cher, au moins pour les risques importants et les risques catastrophiques, 
d'autres modes de r6assurance susceptibles d'obtenir un meilleur rendement. 
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