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A B S T R A C T  

This paper  presents a stochastic model of capitalization which takes mto account 
the financial risk in the actuarial processes. 

We first introduce a stochastic differential equation which allows us to define 
the capitalization and actuahzation processes. 

We use these concepts to present a new principle of  premium calculation for 
the capitalization operations, based on the equality between backward reserve 
and conditional expectation of the forward reserve. 

A generalization of the classical Thiele equation in life insurance is also given. 
Numerical examples dlustrate the model. 

I N T R O D U C T I O N  

La throne classlque des oprrations financl~res et viagrres est basre sur une 
hypoth~se de constance des taux d'intrr~t. 

Or la conjoncture 6conomique montre que les conditions de capitalisation 
peuvent fluctuer considrrablement dans le temps; d 'autre part, si les taux d'intrr~t 
varient dans le temps, ils prrsentent 6galement un facteur d'incert~tude quant 
leur (rvolution future. 

I1 est donc naturel de tenter de modrliser le phrnom~ne de capitalisation par 
un processus stochastique. 

Divers modules stochastiques en temps discret ont drj~ 6t6 drveiopprs  en se 
basant par exemple sur un module auto-rrgressif (POLLARD, 1971), OU sur une 
cha[ne de Markov (ScHNIEPER, 1983). 

|1 semblait intrressant de g~nrraliser cette approche en temps continu. Pour 
ce, un outil naturel, drjh utilis6 de mani~re systrmatique en 6conomie et en 
finances est l ' intrgration stochastique de ITO (cf. MALLIARIS and BROCK, 1981). 

NOUS nous proposons ici d 'appliquer ce type de modrlisation au calcul financier 
et viager. 

Nous introduisons un processus de taux (Flux d'int~r& wienrrien), construit 
partir d 'une intrgrale stochastique et ~tudions I ' impact de I'incertitude financirre 

ainsi introduite sur les primes et les rrserves math~matiques des oprrations de 
capitalisatlon et d 'assurance sur la vie. Nous drfinissons en particulier une 
tarification stochastique off les primes annuelles jouent le rrle de variables de 
contrfle impulsionnel sur I '&at du systrme repr~sent~ par la rrserve 
math~matique. 

Nous grn~ralisons ~galement I'~quation diff~rentielle de Thiele de la rrserve 
mathrmatique des oprrat ions viag~res, en une 6quation dittrrentielle stochastique. 
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L ' a p p r o c h e  utilisre permet  d '&a lonner  le risque financier, de retrouver  comme  
cas limite le module dr terminis te  classique et d 'ob ten i r  une tarification faci lement  
calculable oh I ' influence du risque financier peut  &re isolre. 

Des exemples  numrr iques  illustrent le module.  

1. FLUX D ' I N T E R E T  W I E N E R I E N  

Cons ld r rons  un capital  C ( 0 ) > 0 ,  cap~talis6 ~. un taux d ' intdr& instantan6 
constant  6. 

On salt que la valeur capitalisde de C(0)  b. l ' instant  t est donn re  par: C(t)= 
C(0)  exp 6t, 

relation ,4quivalente b.: 

ou sous forme intggrale: 

c ' ( t )  = a t ( t )  

C(t) = C ( 0 ) +  C(s)rds. 

Le but de ce pa rag raphe  est de grnr ra l i ser  cette 6quation intrgrale,  de mani~re 
tenir compte  h la fo~s de la variat ion dans le temps des taux, et de I ' incert i tude 

de leur 6volution. 
L ' rqua t ion  s tochast ique de capital isat ion dtudire aura la forme: 

fo C(t) = C(O)+  C(s) dl(s) 

ofa I est un processus stochast ique,  appel6 flux d' intrr~t.  
On se l imitera ici aux drfinit ions et p ropr i r t r s  fondamenta les  utilisres dans les 

appl ica t ions  f inanc~res ,  renvoyant  aux r r f r rences ,  pour  les d(~monstrations des 
rrsul tats  classiques de l ' in t rgrat ion stochasUque. 

1.1. Equation Diffdrenttelle Stochastlque de Capltahsation 

Soit (fl,  .if, P)  un espace de probabili td,  muni  d 'une  filtration {.~,, t ~> 0}, c'est-A- 
dire d 'une  famille croissante de sous o'-alg~bres de .ft. 

Rappe lons  qu 'un  processus s tochast ique { w(t, w) t ~ R ÷, oJ E l-l} est un processus 
de Wiener si: 

(a) w e s t  un processus ~. accroissements  indrpendan t s  et s tat ionnaires  
(b) w(t) admet  une distr ibution normale ,  V t > 0  
(c) w(0) =0 
(d) V t > 0 :  E(w(t))=0 

Var (w(t)) = t. 
Le processus wien~rien w e s t  dit adapt6 ~ la filtration {,.~,} si w(t) est une 

variable al~atoire f f , -mesurable ,  et ce pour  tout t/> 0. 
Cons id r rons  d 'au t re  par t  une fonction 6 de [0, T] dans ~+, et une fonct ion tr 

de [0, T] dans R, suppos re s  continues par  morceaux  sur [0, T], telles que 
S~- 6(s) ds < + ~  et So r ~=(s) ds < +oo 
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A l'aide du processus wien6rien, et des fonctions 8 et tr, on construit un 
processus stochastique financter, appel6 flux d'int6r& wien6rien, donn6 par: 

Io (1.1) l ( t )  = 8(s) ds+ o'(s) dw(s). 

Le premier terme, Id(t)=J'o~(s)ds est un flux d6terministe cens6 ajuster 
l'6volution moyenne des taux d'int~r~t ("trends").  

Le second terme, l , ( t )  = I'o o'(s) dw(s) est Ilne int6grale stochastique par rapport 
fi un processus wien6rien (calcul stochastique de ITO, voir, GINMAN and 
SKOROHOD, 1972), et joue le r61e de perturbation al6atolre ("bruit"),  permettant 
de prendre en compte les variations des taux d'int6r& autour de leur valeur 
moyenne. 

La fonction 8 sera appel~e "taux instantan6 moyen". 
La fonction o" sera appel6e "coefficient de dittilsion financi~re". 
Le flux wien~rien I satisfatt aux propri6t6s suivantes: 

(a) ~(l( t))  =I; 8(s) ds. 
(b) var ( l ( t ) )  = ~'o 0"2(s) ds. 
(c) Le processus {l( t) ,  t >  0} est adapt6 b. la filtration {,.~t, t >  0} et admet une 

dlft6rentielle stochastique: 

dl(s)  = 8(s) ds + o-(s) dw(s). 

On consid~re alors un capital initial C ( 0 ) >  0 plac6 sous le flux wien6rien /, et 
6voluant suivant 1'6quation diti6rentielle stochastique: 

Io C(t) = C(0)+  C(s) dl(s) 

Oil 

fo fo C(t) = C(0)+  C(s)8(s)  ds+ C(s)o'(s) dw(s) 

ou encore sous forme ditidrentielle: 

(1.2) dC( t) = C( t)8( t) dt + C( t)tr( t) dw( t). 

Apropos  des 6quations diti6rentlelles stochastiques, on ale  th6or/~me d'existence 
et d'unicit6 suivant: 

THEOREME 1: On considbre I'dquatzon d~ffdrentielle stochastique: 

{ d~:(t) = a(t, ~(t)) dt + o'(t, ~(t)) dw(t) 
(1.3) ~(0) = Co 

o/J 

(a) west un processus de Wiener, adaptd tl une filtration {,.~, s > 0} 
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(b) ~o est une variable al~atoire ~o-mesurable 
(c) a ( . , - )  et o ' ( . , .  ) sont 2 fonctlons de [0, T] x R dans a,  mesurables en (t, x) 

satlsfalsant: 

la(t, x)12+ Io'(t, x)l 2 <~ g(1  + [xl 2) 

]a(t, x) - a( t, y)12+ Io'(t, x) - ~r( t, y )]2 <~ C (Ix - yl2). 

AIors I'~quatlon (1.3) admet une solutton {~(t), t E [0, T]} adapt(e f la filtratton 
{.~t}, unique au sens suivant: st ~ et ~2 sont solutions: 

P [0StUflT 1~:, ( / ) -  ,2(/)1 > 0] =0. 

Df~MONSTRATION. Voir, GINMAN and SKOROHOD, 1972. 

On a donc: 

PROPOSITION 1. Sous un flux wiendrien, I' dquation stochastique de capitahsation 
(1.2) admet une solunon "unique", donnde par la formule exphcite: 

(1.4) C( t )  = C(0) .exp (8(s)-~o-2(s)) ds+ o'(s) dw(s)  p.s. 

Df~MONSTRAT~ON. L'existence et I'umcit~ r~sultent directement du th60r~me 
1, en prenant: 

a ( t , x ) = 8 ( t ) x  

~ ( t , x ) = ~ ( t ) x .  

Pour obtenir la formule explicite (1.4), on utfllse la formule de ITO (voir, 
MALUARIS and BROCK, 1981): si un processus (~(t), t ~  0) admet une ditt~ren- 
tielle stochast~que 

dE(t) = a(t)  dt + b(t)  dw(t)  

et si f ( . , .  ) est une fonction de [0, T] x R dans R, continue, ainsi que ses d~riv~es 
partlelles, Of/Ot, Of/Ox, 02f/Ox 2, alors le processus compos~ ( f ( t , ~ ( t ) ) ,  t~O)  
admet une dittErentielle stochastique donn~e par: 

df(t ,  ~(t)) = [J</, ~ ( t ) ) + o f  (t, ~ ( t ) )a ( t )+  1- o2f (t, ~(t))b2(t)  dt 
LOt ax 2 Ox 2 

+aS( t ,  ~( t ) )b( t )  • dw(t) .  
ox 

En appliquant cette formule au processus ( l* ( t ) ,  t~ [0, T]) d6fini par l * ( t )=  
In C(t ) ,  on a: 

dt*( t )  = (a(t)-½0"2(t)) d t+ o'(t) dw(t)  
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OH 

I*(t) = I * ( 0 ) +  (8(s ) -½o 'Z(s ) )  ds+ cr(s) dw(s). 

En revenant  au capital,  

C(t)  = C(0)  exp (8 ( s ) -½o '2 ( s ) )  ds+ or(s) dw(s) . 

REMARQUES 1. 

(1) Lorsque tr-~ 0, on retrouve le module d6terministe classique: 

I0 (1.5) Cd(t) = C(0) • exp 8(s) ds 

off 8( .  ) est le taux instantan~ d'int~r~t. 
En particulier,  si 8 ( . )  est constant,  on obtient  la formule  

capital isat ion g int~r~ts compos~s:  

Ca(t) = C(O). e ~' = C ( 0 ) .  u '  = C ( 0 ) .  (1 + i ) '  

(voir, SAADA, 1979). 
(2) La per turbat ion  s tochast ique introduite  par  ce module est donc:  

a ( t ) = e x p  ( I ~  ~(s) dw(s)-½ f~ ~r2(s) ds ) 

puisque: 

(1.6) 

classique de 

C(t) = Ca(t).  ~(t) 

(3) Soit s~<t~-T .  O n a :  

Io Io C(t)  = C(0)  exp ( 8 ( r ) -  ~rE(r)) dr" exp cr(r) dw(r) 

Io Io = C(0)  exp (8(r)-½o'2(r)) dr. exp rr(r) dw(r) 

I/ I: • exp (8(r)-½o'2(r)) dr. exp o'(r) dw(r) 

C(t)  = C(s) • exp (8(r)-½~2(r)) dr. exp ~r(r) dw(r) 

(1.7) C(t)  = C ( s ) .  C~(t) 

Cs( t ) = exp S's (8( r )  - ½o-2(r)) dr. exp Jt s ~( r) dw ( r) est appel~ facteur de capitalisa- 
tion de s vers t(s ~< t). Financl~rement ,  C~(t) peut  s ' interpr~ter  c o m m e  valeur  
acquise en t, d 'un  capital  unitaire plac6 en s. 
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(4) On a: 

(1.8) 

D E V O L D E R  

Cs(t) = e x p  f '  ~5(r) dr. as(t) 

o~s(t) sera appel6 per turbat ion  stochast ique sur (s, t). 

1.2. Processus d' actuahsation 

On peut  6galement  introduire  le coefficient d 'ac tual isa t ion  vers le pass6 
Soit toujours  s < t. On a: 

) f: C(t) = C(s) • exp (8(r)-½~2(r)) dr • exp ~(r) dw(r) 

O U :  

C(s)= C(t) " exp (Ist (½~r2(r)-8(r)) dr) " exp l s ' - ~ ( r )  dw(r). 

Le facteur  d 'ac tual isa t ion  s tochast ique de t vers s, not6 ~os(t), est donc:  

1 
(1.9) ~p~ (t) = 

ca t )  ) f: = e x p  (½o'2(r)-6(r)) dr .exp -o'(r) dw(r). 

Dans le cas d6terministe (,7---0), on a: 

I 
t 

~,(t) = e x p -  6(r) dr. 

1.3. Equation D~ffdrenttelle de Kolmogorov et Moments 

A 1'6quation diff6rentielle s tochast ique de capitalisation: 

dC( t) = 8( t)C( t) dt + o-( t)C( t) dw( t ) 

est na ture l lement  associ6 I 'op6rateur  diff6rentiel 

0__~_ 
(1.10) ~ = ~(t)X~x+½tr2(t)x2 ax 2 

d~fini sur I 'espace des fonct ions de 2 variables r6elles, u(t ,x) ,  deux lois 
cont inf iment  diff~renttables par  rappor t  ~ la variable spatiale x. 

Plus pr~cis6ment,  soit f ( x )  une fonction deux lois continfiment  diff6rentiable, 
telle qu'il  existe K > 0, m > 0: 

I f (x) l  ÷ If ' (x) l  ÷ If"(x)l  ~ K ( 1 + Ix Im). 

Soit, d ' au t re  part: p(s, x, t, I") = P(C(t)  c F[ C(s) = x) les probabiht6s  de 
transit ion du processus de capital isation d6fini par  l '~quation (1.2). 
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En notant:  

u ( s , x ) = ~ ( f ( C ( t ) ) ) = I f ( y ) p ( s , x , t ,  dy ) ( s<t ,  tfix~), 

on a l e  th6or~me smvant  (voir: GmMAN and SKOROHOD, 1972): 

THEOREME 2. St les fonctions ~ et o" sont continues, la fonction u( . , .  ) poss~de 
des ddnvdes premz~re et seconde par rapport h x, continues en se t  x, est d~nvable 
par rapport f se t  v~r~e I'dquation aux ddnvdes partielles parabohque: 

OU -1L ~ ( S ) X ~  I 2 2 a2ll (1.11) 7s(S,X) ~ (s,x)+~o- (s)x 3~(s,x)=0 

avec comme condztion aux hmites: lim,t , u(s, x) = f ( x ) .  

Ce th6or~me permet d 'obteni r  facdement  les moments  des processus de 
capitalisation et d 'actuahsaUon.  

PROPOSmON 2. Soient C,(t) et ¢~(t), les facteurs de capitalisation et 
d 'actual isat ion de s v e r s t  d6finis en (1.7) et (1.9). On a: 

(l.12) 

(1.13) 

(1.14) 

(1.15) 

(i) IE(C,(t) I ,~s) = exp S(r) dr 

I ) (li) v a r ( C ~ ( t ) l ~ ) = e x  p 2~(r) dr exp ~2(r) d r - 1  
$ 

(iii) ~(~o~(t)l~)=exp (~r2(r)-~(r)) dr 

I ) (iv) v a r ( ~ ( t ) l ~ ) = e x  p (2o '2(r)-2S(r))dr  exp o'2(r) d r - I  . 
$ 

DEMONSTRATION. Supposons  d ' abord  les fonctions ~ et cr continues;  on peut 
alors utlllser le th6or~me 2: 

(i) en prenant  f ( x ) =  x, on a" 

u(s, x) = E,~( f ( t ) )  = xE[ f , ( t ) [ ~ , ]  

= x exp f '  (~5(r)-½o'2(r)) dr' ~(exp I '  o'(r) dw(r) ).  

Notons:  ~(s )= lE(exp  ~', or(r) dw(r)). 
La fonction u ( . , . )  6tant solution de 1'6quation (1.11), on a' 

f, O--~(s,x) = e x p  (8(r)-½~r2(r))  dr. ~(s) 
Ox s 

O....u (s, x) = -x(~(s)-½cr2(s)) exp (~(r)-½~r2(r)) dr" O(s) 
Os 

f, + x  exp (8(r)-½o-2(r)) dr. dO(s___) 
, ds 
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En replagant dans (1.11), on obtient l '6quation diff&entielle: 

½o-2(s)g,( s) +-~ (s) = 0 
avec comme condit ion aux limites ~( t )  = 1, i.e. 

(1.16) g,(s)=exp(½ f'~2(r) dr). 
Finalement,  

u(s, x) = x exp I '  (8(r)-½tr2(r)) dr" exp (½ I '  cr2(r) dr) 

= x exp 8(r) dr. 

Donc 

• t E[C,( t ) I  ~:,] = ex p 8(r) dr. 

(ii) se d6montre  d 'une  mani6re analogue,  en prenant  f ( x )=  x 2. 
(iii) On a: 

I [I ] E[~os ( t ) l~ , ]=exp  (½~r2(r)-B(r)) dr. E - ~(r) dw(r) 
$ s 

I [I ] = exp (½cr2(r) - B(r)) dr. E ( - ~ ( r ) )  dw(r) 
$ s 

= exp (½cr2(r)- B(r)) dr. exp ½(-o '(r))  2 dr par (1.16) 

= exp (~r2(r) - 8(r)) dr. 

(iv) se d6montre  d 'une  mani~re analogue en partant  de la variance du processus 
de capitalisation. 

Dans le cas g~n6ral 06 8 et o" sont s implement continues par morceaux,  il 
suffit d ' app l iquer  l '6quation (1.11) sur les intervalles successifs de continuit~ 
commune  de ~ et m 

REMARQUES 2. 
(1) La formule (i) montre que I 'esp6rance math6matique du facteur de capitali- 

sation stochastique C~(t) est 6gale au facteur de capitalisation d6terministe 
classique, exp ~', 8(r)  dr. 

L' in t roduct ion de la diffusion financi~re joue  donc  bien le r61e de perturbation 
autour  d 'une  valeur moyenne  dgterministe. 
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(2) La formule (iii) par contre montre que I 'esprrance mathrmatique du facteur 
d'actualisation stochastique Cs(t) est suprrieur au facteur d'actualisation 
d&erministe classique, exp S' ,-  8( r )dr .  

E[~o, ( t ) l~]  = e x p  - ~ ( r )  dr.  exp 0-2(r) dr. 

En fait, tout se passe comme si le taux instantan6 moyen B 6tait remplac6 par 
un taux diminu6 du risque financier, donn6 par ~ -  0 "2. 

La fonction ~ sera appelre  taux instantan6 avec risque. 
La fonction 8 -  0 -2 sera appelre taux instantan6 hors risque. 

2. OPERATIONS DE CAPITALISATION 

Ce paragraphe a pour objet de prrsenter une approche stochastique de la 
tarification et de la politique de rrservation des oprrations de capitalisation, et 
d 'analyser I'influence du risque financier sur ces 616ments. 

2.1. DEfinition et Approche Ddtermmiste Classique 

Un contrat de capitalisat~on est un contrat qui prrvoit, contre versement d 'une 
prime unique ou de plusieurs primes prriodiques, le paiement au terme du contrat, 
d 'un capital fixr. 

On traitera ici 2 cas: paiement par prime unique; paiement par primes annuelles. 
La durre du contrat sera notre N. 
Le capital souscrit sera suppos6 6gal h 1. 
On ne s ' intrressera ici qu'h des primes pures. 
Dans un cadre d&erministe, supposons que les taux soient ajustrs par le flux: 

la( t ) = ~'o ~( s) ds. 
Si le contrat est pays par prime unique, la prime unique P* est d6termin6e 

par l '6quation d'6quivalence en t = O: 

P* • exp 8(s)  ds = I 

donc 

~o N (2.1) P* = e x p -  8(s)  ds. 

La reserve mathrmatique en test  6gale h la valeur capitale en t, de la prime unique: 

(2.2) V*(t)  = P* • exp B(s) ds = e x p -  8(s)  ds. 

Si le contrat est aliment~e par des primes annuelles nivel~es, la prime annuelle 
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p* est d6terrninde par l '6quation d'6quivalence en t = 0: 

N-~ fo fo N p* ' ~ e x p -  6(s) ds = e x p -  8(s) ds 
3=0 

donc 

~0 N e x p -  B(s) ds 
(2.3) p* - 

N-I I0 e x p -  6(s) ds 
J:O 

La rrserve mathrmatique en t e s t  6gale ~ la somme des primes annuelles vers~.es 
avant I'instant t, et capitalisdes en t (formule rrtrospective): 

Ct] f f  t,] t" ~ exp 6(s) ds 
(2.4) V*(t) = ~ p* exp Jj 8(s) ds = j=o 

N--I I3 N j=o ~ exp 6(s) ds 
3=0 

Cette r6serve peut 6galement ~tre d6finie de mam~re prospective, comme 
diff6rence entre la valeur actuelle du capital et valeur actuelle des primes futures: 

N-, f, V * ( t ) = e x p -  6(s) d s - p *  . ~ e x p -  6(s) ds. 
t J=[t]+l t 

L'6galit6 de ces 2 r6serves r6sulte de la d6finition de p*. 

2.2. Evolutzon Stochastzque des Rdserves 

Une premirre prise en compte du risque financier de placement consiste/t  faire 
6valuer stochastiquement les rrserves mathrmatiques du contrat, sous un flux 
wien&ien I ( t )=S'  o ~(s) ds+S'oCr(s ) dw(s), et de calcu|er les primes sous le flux 
drterministe moyen correspondant,  ld(t)= E(l(t))=S'o 8(S) ds. 

Examinons successivement les cas d 'un paiement par prime unique ou par 
primes annuelles. 

(1) Prime Umque 

La prime unique P* 6tant donnre par (2.1), la rrserve mathrmatique stochastique 
/l l ' i n s t a n t  t, V ( t )  est la valeur capitalisre de cette prime sous le flux I :  

(2.5) V(t) = P* . Co(t) 

Io Io( ) Io = e x p -  8(s) ds. exp 8 ( s ) -  ds. exp or(s) dw(s) 

= exp - 8(s) ds. exp ~(s) dw(s) - f '  ds 
, Jo 2 

= v*(t), o~(0. 
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On a donc 

[( V(t)) =E( V*(t) " a(t)) = V*(t) 
off V*(t) est ia r6serve d&erministe obtenue en (2.2). Au terme du contrat, la 
r~serve stochastique V sera g6n6ralement diff6rente du capital unitaire souscrit, 
l'~cart, de moyenne nulle, ~tant: 

(2.6) A = 1 - e x p  6(s) dw(s)-  2 

(2) Primes Annuelles 

Les primes annuelles p* &ant donnres par (2.3), la rrserve mathrmatique est 
solution de l'rquation diffrrentielle stochastique: 

N--I 
(2.7) dV(t) = V ( t ) 6 ( t )  d t +  V(t)o'(t) dw(t)+ Z p*E,(dt) 

j~O 

off e~(dt) est la mesure de Dirac au point t = j  (apport de la prime annuelle). 
La solution de cette 6quatlon s'exprime comme somme des primes d~j~ versres 

capitalisres (cf. (2.4)): 
D] 

(2.8) V(t)= ~, p*.C,(t) 
3~0 

.#=o [q fjt 
N ~ exp t 

= e x p - [  6(s) ds. 
30 

(8(s)-½o'2(s))ds • exp I /  

N _ ,  

e x p -  6(s) ds 
3=0 

En comparant h la rrserve drterministe V* (2.4): 

o'(s) dw(s) 

(2.9) 

X exp (6(s)-½o-2(s)) ds+ o-(s) dw(s) 
3 = 0  v(t) 

71(t) = V*(t) [z] f jz exp 6(s) ds 
j - O  

[z] ~/f 
Z exp 6(s) ds. %(0 

[,] f ,  
j~oeXp Jj ~(s) ds 

off %(t) est d6fini en (1.8). 
Ce rapport est donc une moyenne pond6r6e de perturbations stochastiques. 
La moyenne de la r6serve stochastique est encore 6gale ~ la r6serve d~terministe: 

{ ) exp 6(s) ds" %(t) 

(2.10) ~(V(t))=V*(t)'EIJ=°,=otq~ exp f,' 8(s) ds = V*(t). 
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AU terme du contrat, la r6serve stochastique est donn6e par: 

N-I I~ 
~ e x p -  6(s) ds. %(N) 

(2 l l )  V(N)  = ,=o N-I Ii 
~ e x p -  ~(s) ds 

2.3. Tarificatmn Stochasuque 

L'approche stochastique consid6r6e au paragraphe 2.2, bien que tenant compte 
du risque de placement, n'est pas satisfaisante. 

En effet, dans ce cadre: 
(1) les r6serves math6matiques ne tendent pas presque s~rement vers le capital 

souscrit; 
(2) les primes calcul6es de mani~re classique n'mcorporent pas le risque 

financier. 
Afin de rem6dier h ces deux inconv6nients, nous nous proposons d'introduire 

une tanfication stochastique et une politique de reservation correspondante. 
La situation sera difidrente, suivant que le financement se fait par prime unique 

ou primes annuelles. 
En effet, en cas de paiement par primes annuelles stochastiques, ceiles-ci 

pourront servir de variables de contrSle sur 1'6tat du syst~me mod61is6 par la 
r6serve math6matique, et 6tre ajust6es en cours de contrat, suivant l'6volution 
des taux. 

Par contre, aucun contr61e n'est possible sur la r6serve math6matique, en cas 
de paiement par prime unique. 

2.3.1. Tarificanon ~ Prime Unique et Rdserve de Risque 

La prime unique stochastique P est d6finie par l'6quation d'6quivalence: 

,~. Co(W) = l 

i.e. 

Donc 

Ill  °'~(s)'X If /b" exp ~ 6 ( s ) - - - T - )  ds. exp or(s) dw(s)= 1. 

N N 

/~ = e x p -  (8(s)-½o-2(s)) ds. e x p -  cr(s) dw(s) 

(2.12) /5 = p * .  
of(N) 

off P* est la prime unique d6terministe (2.1). 
Cette prime /5 est une variable al6atoire, d6pendant de tout le futur du 

processus. 



OPERATIONS STOCHASTIQUES 

Afin de tarifer, en t = 0, on peut prendre l 'esp6rance math6matique de /5: 

E/5 = P* " E(eXP foN ½o.2(s) ds-o'(s) dw(s)) 

= P* • exp o.2(s) ds 

= P*( l + (eXP loN o.2(s) ds-1) ) 

S17 

(2.13) = P*( I  + v a r  a ( N ) )  

I? (2.14) = exp (o.2(s) - 6(s))  ds 

La formule (2.13) montre  que cette esp~rance math~matique est sup~rieure g la 
prime d&erministe,  le facteur de p~nalisation 6tant directement ii~ au risque de 
placement sur I 'horizon [0, N] ,  puisque proport ionnel  5. la vanance  de la fonction 
de perturbation stochastique. 

La formule (2.14) montre que tout se passe comme si la prime ~tait calcul~e 
de mam6re classique, aux taux hors-risque 6 - o "2. Quant  g la variance de la prime 
stochastique, on a: 

Io (Io ) (2.15) V a r / 5 = e x p -  (26(s ) -o .Z(s ) )  ds. var exp - o . ( s )  dw(s) 

= e x p -  (2a(s)  - o.2(s)) ds 

"(eXPfoN2o.2(s) ds-eXPfoNo.2(s)ds) 

=exp2foN(o.2(s)-6(s))ds'(eXPfoo.2(s)ds-1) 

= (E/5) 2. var a ( N ) .  

A l ' instar de la prime stochastique /5, introduisons une r6serve stochastique en 
t, 5'(t): celle-ci est d6finie comme 6tant la prime unique stochastique de I 'op6rat ion 
de capitalisation souscrite en t, pour une dur6e ( N - t )  (approche prospective). 

Done 

(2.16) ' ~ ' ( t ) = t p , ( N ) = e x p  - a(s)- ds-exp- , o.(s) d w ( s ) .  

La r6serve math6matique V(t), sera d6fime comme l 'esp6rance condit ionnelle  
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en t, de la r rserve s tochast ique V(t): 

(2.17) V(t)=E(f'(t)]5~,) 

=exp- fN (8(s ) -@)  ds'E(exp-I, N 

=exp-f", 
V ( t ) = e x p - (  ~ 

~ t  

0-(s) dw(s)) 

(6(s)-0-2(s) as 

( I  ) ~5(s) ds exp , o'2(s) d s - l + l  

(2.18) V(t) = V*(t) • (1 + v a r  a , ( N ) )  

ofa V*(t) est la rrserve d r t e rmims te  (2.2). 
La rrserve obtenue est donc  cons tamment  suprr ieure  fi la rrserve classlque; la 

prnal isa t ion,  en pourcentage  de la rrserve dr terminis te ,  est n r anmoins  une 
fonction drcroissante  du temps,  nulle au terme du contrat.  

Grace  b. cette polit ique, il existe donc  une rdserve de risque financzer, e, 
progress ivement  c o n s o m m r e  au cours du contrat ,  et censre  r r t r ibuer  ro rgan i sme  
financier a s sumant  le risque de placement:  

v(t)= v*(t)+~(t) 
avec 

(2.19) e ( t )  = V*(t) •var a , ( N )  

En particulier:  

(a) e(0) = e x p  ( - I / ( ~ ( s ) - 0 - 2 ( s ) ) d s - e x p ( - I ? ~ ( s ) d s  ) 

= P - P* (surpr ime payde en t = 0). 

(b) e ( N ) = 0 .  

La r~serve V tend donc  bien vers la capital souscrit,  pour  t ~ N. D 'au t re  part,  
les formules  (2.14) et (2.17) montrent  que I ' ensemble  de r o p r r a t l o n  peut ~tre 
considrr~ c o m m e  calcul6 au taux hors-risque 8 -  0 "2. 

2.3.2. Tanfication ~ Primes Annuelles et Contr~le 

Nous nous p roposons  d ' r t ab l i r  ici une tarificatlon stochast~que/~ pr imes annuelles 
tenant  compte  du risque financier, off les pr imes annuelles,  qui seront  des variables 
alratoires ,  joueron t  le r r le  de cont r r le  sur la rrserve mathrmat ique .  

La tarification sera bas re  sur une condi t ion d ' rqud ib re  entre rrserves 
prospect ive et rr t rospect ive.  

Drf inissons d ' abo rd  la notion de taroqcatton mesurable par  rappor t  h une 
filtration {,~,}. 
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Di~FINITION. Une tarificauon mesurable par rapport  h une filtration {5~,} est 
une suite de variables al6atoires Po, P~ , - . . ,  ffJv-~, payables en t = 0, 1 , . . . ,  N -  1, 
et telles que: 

Vjpj est ~ -mesurab le .  

Chaque prime peut donc 6tre calcul6e en fonction des informations connues 5. 
sa date d'6ch6ance. 

La r6serve math6matique correspondant ~ une tarificauon mesurable (fro, 
fi~, .. •, fiN-t) est d6finie comme solution de 1'6quation diff6rentielle stochastique: 

N - I  

(2.20) dV(t) = V(t)8(t) dr+ V(t)or(t) dw(t)+ ~ l~jej(dt). 
j=O 

Les variables al6atotres {/~j} jouent donc le r61e de contr61es impulsionnels sur 
la r6serve. 

La solution de cette 6quation s 'exprime comme somme des primes d6j~. vers6es, 
capitalis6es: 

[t] It] f t  Ilt 
(2.21) V(t) = E f f j ~ ( t ) =  ~ fi~" exp (3(s)-½or2(s)) ds. exp or(s) dw(s). 

j = 0  d=O ~ j  

,Remarquons que le processus Ves t  adapt6 ~ la filtration {~,}, par d6finition de 
ia tarification mesurable. Cette r4serve Ves t  une r4serve r6trospective. 

On peut 6galement introduire une r6serve prospective, 6gale ~ la ditf~rence 
entre la '~aleur actualis4e du capital et la valeur actualis6e des primes futures: 

N - - I  

(2.22) Vp(t)=~p,(N)- ~ ~,(y)IJj 
)=[t]+l 

=(exp-fN(3(s)-½or2(s))ds'exp-f, NB(s) dw(s)) 

- E ~ . e x p -  8 ( s ) -  ds. e x p -  or(s) dw(s). 
j = [ t ] + l  t 

Contrairement au processus V, le processus Vp n'est plus adapt6 ~ ia filtration {~,}. 
Pour retrouver la r6gle d4terministe d'6galit6 des r6serves prospectives et 

r4trospectives, il faudra jouer sur les contrfles p~, et obtenir une tarification 
appel6e io  tarification d'6quilibre. 

Pour ce, et dans ie but de niveler au mieux les primes, transformons d 'abord 
(2.22), en supposant  que les primes futures seront 6gales h la dernihre prime payee: 

Vp(t) = e x p -  (6(s)-½o'2(s))  as. e x p - , ,  or(s) dw(s) 

I -P t , l  E e x p -  ( 8 ( s ) -  d s . e x p -  or(s) dw(s). 
J ~ [ t ] + l  t t 

La tarification d'6quilibre rechercMe devra ~tre teile que: 

(2.23) V(j) = E[ Vp(j) I ~ ] ,  j = 0, 1 . . . .  , N - I. 



$20 DEVOLDER 

On a: 

E ( V p ( j ) l . ~ ) = e x p  ( 0 - 2 ( s I - ~ ( s ) ) d s - g  ~ exp (0-2(s ) - `5(s ) )ds .  
I = J +  I 

En expr imant  l 'rgalit6 (2.23), il vient: 

(2.24) /~j* = exp (0-2(s) -  `5(s)) d s -  ~ /L*exp `5 (s ) -  as 
I = 0  

I: ]/[-' I, ] • exp 0-(s) dw(s)  Z exp (0-2(s)-`5(s))  ds . 

On remarque que ces primes sont bien mesurables par rapport  h la filtration {if,}. 
En particulier,  pour  j = 0: 

I: exp (0-Z(s) - `5(s)) ds 

(2.25) P~ - N-, /'. 

E exp Jo (0-2(s)- `5(s))  ds 
3 = 0  

En comparan t  h la prime classique (2.3), on remarque que/~o* est calculre d 'une 
mani~re drterministe  aux taux hors-risque ,5 -  02. 

Cette p remir re  prime est donc suprr ieure  h la prime classique, puisqu'elle 
int~gre le risque financier sur l 'horizon [0, N] :  

Po* ~> p*. 

Les primes ult&~eures ne seront en g6n6ral pas constantes, mais varieront en 
fonction des 6carts stochastiques sur les taux d'int6r~t, grace h la formule de 
r6currence (2.24). 

Dans cette formule, on remarque: 

(a) pour les engagements futurs, on actualise grace aux taux hors-risque 5̀ - 0-2; 
(b) pour  les rrserves du passe, on capitalise gr~.ce au facteur de capitalisation 

stochastique (1.7), i.e., en utilisant les taux rrels. 

Etudions h prrsent  le compor tement  de la rrserve au voisinage du terme du 
contrat.  

Le dernier  ajustement se fait en t = N -  1; la derni~re prime payre  / ~ _ t  est 
telle que: 

Or 

V ( N  - l) = ~( Vp(N - l)  [ ~rN_t) 

E( Vp(N - 1)l ~:N-1) --E(~PN-,(N)I ~ N - , )  

= exp (0-2(s) - 8(s))  ds. 
N - - I  
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Donc 

f 
N 

V ( N -  1) = exp (o'2(s) - 6(s)) ds. 
N - - l  

Cette r6serve est d6terministe et est 6gale ~ la r6serve obtenue en cas de paiement 
par prime unique (cf. 2.17). 

Etudions enfin 1'6volution moyenne des primes. 
De la formule (2.24), il vient: 

exp l j  N 

E~* = 

J--1 ff J (o'2(s)- 6(s)) d s -  ~ 11:.6" .exp 8(s) ds 
1 = 0  I 

N-, I )  ( Z exp cr2(s)- 6(s)) ds 
ImJ 

De m~me: 

exp (o'2(s)- 6(s)) d s -  Eft*- exp 6(s) ds 
+1 lEO l E~*+, = u-1 

I; ~ exp (~2(s ) -  6(s)) ds 
I = ) + l  +1  

o+1 (,~2(s) _ 8 ( s ) ) d s ,  En multipliant cette dernirre expression haut et bas par exp jj 
il vient: 

N--I Ij I j f3 
E/~*+, = Eft* E exp (o'2(s)- 8(s)) d s -  Z ~'ff* exp 6(s) ds 

I = J + l  I = O  . , !  

On a donc la formule grnrrale de baisse moyenne des primes: 

(2.26) E/~*+, = E/~ * - ' = °  u-, 

I; ~ exp (o~2(s)- 6(s)) ds 
I = J + l  +1  

= E L i *  - l r j + , .  

La correction annuelle %+, peut s'interpr6ter financi6rement: 

(a) 

E#* exp a f,J 6(s) ds 
i ~ 0  
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(b) 

repr6sente la valeur capitalis6e, de mani~re d6terministe, en t =3, des primes 
moyennes  pass6es. 

r-" ( (f;+ )) r -'+' exp 6(s) ds 1 - e x p  - o'2(s) ds = exp 6(s) ds 
~,j . , j  

- e x p  (6(s)  - o-2(s)) ds 

(c) 

(d) 

repr6sente la diff6rence entre les valeurs capitalis6es entre j e t  j + 1, sous 
les taux avec risque 6, et les taux hors-risque 6 -  o "2. 

r ,+, ,~oEff*expIi+16(s) d s ( 1 - e x p ( -  o.2(s) 

peut donc  s ' interpr6ter comme le coot  du risque financier entre t = j e t  
t = . / +  1 sur la r6serve moyenne.  

Ce cofit ne doit donc  plus ~tre comprts  dans la prime payable en t = j  + 1, 
ainsi que dans les primes ultgrieures. 

N - - I  I 
Cette 6conomie est divis6e par ~,=~+~ exp ~j÷t (°'2(s) - 6(s))  ds i.e. elle est 
r6partie de mani~re uniforme sur l 'horizon [j  + 1, N] ,  sous les taux hors- 
risque 6 - o.2. 

La diminut ion graduelle des primes moyennes  ne fait donc  que refl6ter la 
r6duction progressive de I 'horizon d ' incert i tude financi/~re. 

3. EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE DE THIELE 

On g6n6ralise ici aux op6rations viag~res, les techniques stochastiques financi/~res 
introduites au paragraphe 2. 

On se propose  no tamment  d 'obtenir  une 6quation diff6rentielle stochastique 
de la r6serve math6mat ique des contrats d 'assurance  sur la vie. 

3.1. Th6one Classzque 

On consid~re un contrat  d 'assurance  sur la vie souscrit A l'~ge x pour  une dur6e 
N, et pr6voyant  contre versement de primes, le paiement d 'un  capital Sx+, en 
cas de d6c6s ~ l'5.ge x +  t (t < N)  et d 'un  capital vie S e n  cas de vie b. I'~ge x +  N. 

Le taux d'int(~r~t 8 est suppos6 constant.  
La popula t ion  de r&6rence est mod~lis~e par une Ioi de r&~rence {I~}, (Ix ~tant 

suppos6e continfiment ditt6rentiable et monotone  d6croissante). Le taux 
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instantan6 de mortalit6 est: 

1 die 
(3.1) ~ =  6 d~" 

En notant ,V~ la rrserve math(rmatique en t et P~+, la densit6 de prime, on montre 
(voir, DE VYLDER and JAUMAIN, 1976), que la rrserve est solution d'une 6quation 
dittrrentielle, appelre 6quation de Thlele: 

(3.2) = ,V~[iz~+, + 6]+ P~+,- S~+,tz~+, 
dt 

3.2. Throne Stochasnque 

Plutrt que d'etre calculre au taux constant 6, la rrserve mathrmatique est 
capitalisre sous un flux wienrrien: 

Io I( t )  = 6(s) ds+ o'(s) dw(s). 

De plus, la densit6 P~+, sera un processus stochast~que, suppose adapt~ ~ la 
filtration { ~,}. 

De mani~re ~ obtemr dans ce cadre stochastique, l '~quation de la reserve 
math~matique, consid~rons une r~serve collective: C(t)  = I~÷,. ,V~ 

Cette r~serve collective 

(1) est capitalisre sous le flux wienrrien I 
(2) est alimentre par les primes: /~+,P~÷,, 
(3) est amputre  des capitaux drc~s: S~+,dl~+,. 

L'rquation intrgrale de cette rrserve est doric: 

;o fo £ C(t)  = C ( 0 ) +  C(s) d l ( s )+ I,+,P,+, ds+ S~+~ dl.~+~ 

OU: 

(3.3) dC(t)=C(t)6( t )dt+C(t)o ' ( t )dw(t)+l~+,P~+,dt+S~+,dlx+, .  

En notant: re(t) = I~+,P~+, + l'~+,S~+,, 1'rquation peut s'rcrire. 

dC(t)  = (C( t )6( t )  + m(t))  dt + C(t)cr(t) dw(t) 

i.e. une 6quation dlftrrentielle stochastique linraire, dont la solution peut se 
mettre sous la forme 

~0 t C(t)  = C,(t)rn(r) dr 
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Ofa C,(t) est solution de I'~quation homog6ne associ~e fi (3.3): 

dC,(t) = C,(t)8(t) dr+ C,(t)~,(t) dw(t) 

c , ( o =  I. 

C,(t) est donc le facteur de capitalisation obtenu au (1.7), et finalement: 

Io (3.4) C ( t ) =  exp r ~ ( s ) -  ds 

I • exp o'(s) dw(s) • (l~+rP~+,+l'~+~S~+,) dr. 
r 

La r~serve math~matique individuelle est donn~e par' 

1 
(3.5) ,V~ = ~  C(t). 

Puisque Ix+, est une fonction d6terministe, il vient en ditt6rentiant 

1 d C ( t ) + C ( t ) d (  1 ) 

En utilisant (3.3), on a: 

1 d,Vx= [C(08(t)  dt+C(t)cr(t)dw(t)+l,+,P~+,dt+Sx+,dlx+,] 
1~+~ 

Fx+, dt. 
- c ( t )  Ix+, 

En tenant compte de (3.1) et (3.5): 

(3.6) ] d,Vx=[,Vx(8(t)+l.Lx+,)+Px+,-S~+dxx+,] dt+,Vxo'(t) dw(t). 

La r6serve math6matique devient solution d'une 6quation ditt6rentielle stochas- 
tique, g~n~ralisant l'~quation classique (3.2). 

Dans ce module stochastique, le densit6 de prime peut ~tre consid6r6e comme 
un contr61e stochastique sur i'6tat du syst~me (la r~serve), solution d'une ~quation 
diff6rentielle stochastique. 

La solution de l'6quation (3.6) s'6crit (cf. (3.5) et (3.4)): 

,Vx= exp 8 ( s ) -  dsexp cr(s) dw(S)~l~+Px+,+l~+Sx+,)dr 
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(3.7) 

• ( P ~ + ,  - ~ + , S ~ + , )  dr.  

0- s). d s ' e x p  0-(s) dw(s) 
r 

Cette r6serve est une r6serve r6trospective, 6gale ~ la diff6rence entre la valeur 
capitalis6e des primes pay6es et la valeur capitalis6e des capitaux risque, la 
capitahsation se faisant sous le "flux viager": 

fo T(t)= (a(s)+gx+,) as+ cr(s) dw(s). 

REMARQUE. Comme pour les op6rations de capitalisation, on peut introduire 
une r6serve prospective 6gale h la diff6rence entre la valeur actuelle des capitaux 
ddc~s et vie futurs, et la valeur actuelle des primes fa 6choir. La densit6 de prime 
d'6quilibre peut 6galement &re obtenue, en 6galant h chaque instant r6serve 
r6trospective et esp6rance conditionnelle de la r6serve prospective. 

Les relations obtenues au paragraphe 2 se g6n6rahsent naturellement. 

4. EXEMPLES NUMERIQUES 

Les notions de taux instantan6s avec risque et hors risque permettent d 'obtenir  
facilement une estimation des param/~tres du mod61e. 

En particulier, si les fonctions ,5 et 0- sont constantes, on a: 

taux instantan6 avec risque: 

taux instantan6 hors risque: 

II suffit donc de se donner: 

On a alors: 

8 = l n ( l + i )  

r /=  8 - 0-2 = In (1 +j ) .  

~, le taux annuel avec risque 

./, le taux annuel hors risque 

8 = l n ( l + i )  

0 -2 = In (1 + i~ 1 +j). 

Les exemples propos6s portent sur la tarification et la technique de r6servation 
stochastique des op6rations de capitalisation. 
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EXEMPLE 1. Taux avec  risque: 5%. Taux sans risque: 4%. Dur6e du contrat: 
10 ans. 

(a) Paiement par Prime Umque 

Prime unique drterministe: P* =0,61391 
Prime unique stochastique moyenne: P = 0,67556 
Evolution des rrserves mathrmatiques: 

Rrserve 
Rrserve Stochastlque Rrserve de 

D(~termmlste Moyenne Risque % 
t (1) (2) (2 ) - (1 )  ( 2 ) - (1 ) / ( ! )  

0 0,61391 0,67556 0,06165 10,04 
1 0,64461 0,70259 0,05798 8,99 
2 0,67684 0,73069 0,05385 7,96 
3 0,71068 0,75992 0,04924 6,93 
4 0,74622 0,79032 0,04410 5,91 
5 0,78353 0,82193 0,03840 4,90 
6 0,82270 0,85480 0,03210 3,90 
7 0,86384 0,88900 0,02516 2,91 
8 0,90703 0,92456 0,01753 1,93 
9 0,95238 0,96154 0,00916 0,96 

10 I 1 0 0 

(b) Paiement par Primes Annuelles: 

Prime annuelle drterministe nivelre: p*= 0,07572 
Evolution des primes annuelles stochastiques moyennes: 

Prime Prime Moyenne/ 
t Moyenne Pnme Drtermmlste 

0 0,08009 1,0577 
1 0,07998 1,0563 
2 0,07975 1,0532 
3 0,07935 1,0479 
4 0,07872 1,0396 
5 0,07777 1,0270 
6 0,07634 1,0081 
7 0,07411 0,9787 
8 0,07029 0,9283 
9 0,06172 0,8151 
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Evolution des rrserves mathrmatlques:  
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Rrserve 
Rrserve Stochastlque Rrserve de 

t Drtermmtste Moyenne Risque % 

0 0,07572 0,08009 0,00437 5,77 
1 0,15522 0,16408 0,00885 5,70 
2 0,23870 0,25203 0,01333 5,58 
3 0,32636 0,34398 0,01762 5,40 
4 0,41839 0,43989 0,02150 5,14 
5 0,51503 0,53965 0,02462 4,78 
6 0,61650 0,64297 0,02647 4,29 
7 0,72305 0,74922 0,02618 3,62 
8 0,83492 0,85697 0,02206 2,64 
9 0,95238 0,96154 0,00916 0,96 

10 I 1 0 0 

EXEMPLE 2. Taux avec risque: 5%. Taux sans risque: 4%. Durre du contrat: 
20 ans. 

(a) Palement par Prime Unique 

Prime unique drterministe: P * =  0,37689 
Prime unique stochastique moyenne: P = 0,45639 
Evolution des rrserves mathrmatiques:  

Rrserve 
Rrserve Stochast~que R~serve de 

t Drtermmlste Moyenne Risque % 

0 0,37689 0,45639 0,07950 21,09 
1 0,39573 0,47464 0,07891 19,94 
2 0,41552 0,49363 0,07811 18,80 
3 0,43630 0,51337 0,07708 17,67 
4 0,45811 0,53391 0,07580 16,55 
5 0,48102 0,55527 0,07425 15,44 
6 0,50507 0,57748 0,07241 14,34 
7 0,53032 0,60057 0,07025 13,25 
8 0,55684 0,62460 0,06776 12,17 
9 0,58468 0,64958 0,06490 11,10 

I 0 0,61391 0,67556 0,06165 10,04 
! I 0,6446 ! 0,70259 0,05798 8,99 
12 0,67684 0,73069 0,05385 7,96 
13 0,71068 0,75992 0,04924 6,93 
14 0,74622 0,79032 0,04410 5,91 
15 0,78353 0,82193 0,03840 4,90 
16 0,82270 0,85480 0,03210 3,90 
17 0,86384 0,88900 0,02516 2,91 
18 0,90703 0,92456 0,01753 1,93 
19 0,95238 0,96154 0,00916 0,96 
20 1 I 0 0 
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(b) Paiement  par  Primes Annuelles 

Prime annueile d&erministe nivelre: p*= 0,02880 
Evolution des primes annuelles stochastiques moyennes: 

Prime Prime Moyenne/ 
t Moyenne Prime Drtermm~ste 

0 0,03229 1,1211 
1 0,03227 1,1203 
2 0,03222 1,1185 
3 0,03214 1,1157 
4 0,03202 1,1118 
5 0,03187 1,1064 
6 0,03167 1,0995 
7 0,03142 1,0908 
8 0,03110 1,0799 
9 0,03072 1,0665 

10 0,03024 1,0500 
1l 0,02966 1,0298 
12 0,02894 1,0048 
13 0,02805 0,9738 
14 0,02693 0,9348 
15 0,02548 0,8845 
16 0,02355 0,8174 
17 0,02081 0,7225 
18 0,01648 0,5721 
19 0,00739 0,2566 

Evolution des rrserves mathrmatiques: 

R6serve 
R6serve Stochast~que Rdserve de 

t D6termm~ste Moyenne ~sque  % 

0 0,02880 0,03229 0,00349 12,11 
I 0,05905 0,06617 0,00713 12,07 
2 0,09080 0,10170 0,01090 12 
3 0,12414 0,13892 0,01477 11,90 
4 0,15915 0,17788 0,01873 11,77 
5 0,19591 0,21865 0,02273 11,60 
6 0,23451 0,26125 0,02674 11,40 
7 0,27504 0,30573 0,03069 11,15 
8 0,31759 0,35212 0,03452 10,87 
9 0,36227 0,40044 0,03816 10,53 

10 0,40919 0,45070 0,04151 10,14 
!1 0,45845 0,50290 0,04~44 9,69 
12 0,51018 0,55698 0,04681 9,17 
13 0,56449 0,61288 0,04839 8,57 
14 0,62152 0,67045 0,04893 7,87 
15 0,68139 0,72945 0,04806 7,05 
16 0,74427 038947 0,04520 6,07 
17 0,81028 0,84975 0,03947 4,87 
18 0,87960 0,90871 0,02911 3,31 
19 0,95238 0,96154 0,00916 0,96 
20 1 1 0 0 
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EXEMPLE 3. L'exemple 2 montre que dans certains cas, on peut obtenir en 
cours de contrat des rrductions de prime tr~s importantes. 

Ce phrnom~ne peut m~me conduire, pour des taux importants, ~ la cessation 
prrmaturre du paiement des primes avant le terme du contrat, et ~. I'attectation 
d'un solde ~ une rrserve de participation brnrficiaire, comme le montre l'exemple 
extreme suivant: 

Taux avec risque: 10%. Taux sans risque: 9%. Durre du contrat: 20 ans. 
Prime annuelle d&erministe nivelre: 0,01587 
Evolution des primes stochastiques moyennes: 

Prime Prime Moyenne/ 
t Moyenne Prime Drtermtmste 

0 0,01793 1,1298 
1 0,01791 1,1286 
2 0,01788 1,1262 
3 0,01781 1,1221 
4 0,01772 I,I164 
5 0,01760 1,1086 
6 0,01743 1,0983 
7 0,01723 1,0853 
8 0,01697 1,0689 
9 0,01664 1,0486 

10 0,01624 1,0233 
11 0,01574 0,9919 
12 0,01513 0,9529 
13 0,01435 0,9041 
14 0,01336 0,8419 
15 0,01208 0,7610 
16 0,01035 0,6520 
17 0,00788 0,4962 
18 0,00392 0,2471 
19 -0,00446 -0,2810 

5. CONCLUSION 

L'introduction d'une incertitude financi~re continue sur les taux d'int~r~t, 
modrhsre  par une intrgrale stochastique, a permis de mettre en 6vidence trois 
structures diffrrentes de taux: 

(5.1) Les taux reels stochastiques, agrrg~s dans un flux wienrrien: 

fo l ( t )=  8(s) ds+ o'(s) dw(s). 

(5.2) Les taux instantan~s moyens,  d~termlnistes, donn~s par la fonction ~(t).  

(5.3) les taux instantan~s moyens hors risque, donn~s par la fonction 
8(t)-cr2(t). 

Les formules de tanfication et de rrservation obtenues dans ce travail, et basres 
sur la mrthode des esp~rances conditionnelles,  illustrent I'irr(~versibilit(~ du 
phrnom~ne de capitalisation: 
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Les 616ments financiers du pass6 sont capitalis6s sous les taux r6els 
stochastiques (5.1), ou, pour les formules moyennes, sous les taux 
moyens (5.2); 

Les 616ments financiers du futur sont actualis6s sous les taux instantan6s 
hors risque (5.3). 

Cette actualisation effectu6e $ un taux inf6rieur au taux moyen, revient $ p6naliser 
les produits financiers futurs, du fait de leur incertitude. 
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