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RESUME 

Les produits financiers jouent un r61e important dans le calcul de l '6tendue de la 
fourchette d 'une prime glissante de trait6s non-proportionnels.  Le sinistre total 

charge de I 'XL est repr6sent6 par un processus compos6 de Poisson. I1 est 
calcul6 b. l 'aide de I 'algorithme de Panjer. Sont ensuite pr6sent6s des r6sultats 
pour diff6rentes valeurs du nombre de sinistres h charge et du taux de rendement 
financier. 

ABSTRACT 

Financial income play a big part for the calculation of the minimum premium and 
maximum premium of a sliding scale for non-proport ional  treaties. The 
aggregate loss for the XL is supposed to be a compound Poisson process. It is 
computed by Panjer 's  Algorithm. Some numerical results are shown for different 
values of  the claims number and the interest rate. 
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La prime pour des trait6s de r6assurance non-proportionnels se pr6sente gdn6rale- 
ment sous une des trois formes principales suivantes: 

-une prime fixe d6finie par un taux de prime appliqu6 h un encaissement d6fini 
darts le texte contractuel du trait6. 

-une prime fiat, i.e. un montant  mon6taire fixe d6fini h priori. 
-une prime variable ou glissante. Trois param/~tres ddfinissent le taux de prime 
associ6 que l 'on appellera taux de prime glissant par la suite: un taux 
minimum, un taux maximum et un taux de chargement. 

soit x0:pr ior i t6  du trait6 non-proportionnel 
kxo: plafond du trait6 non-proportionnel 

xt,  x2...  sinistres individuels 
P: encaissement de prime d6fini dans le texte contractuel du trait6 
Ira: taux de prime minimum 
tM: taux de prime maximum 

t: taux de chargement 
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bc: burning cost 
tg: taux de prime glissant 

(1) I 'on a: bc= ~ Min(Max(x i -  xo, O),kxo- xo) 
i P 

(2) ts = Min(Max(t,,, l~_ct), tM ) 

Dans les branches dans lesquelles le d6roulement des sinistres s'effectue rapide- 
ment, la p6riode de temps s '6coulant entre le versement de la prime (qui s 'appuie 
sur une estimation des sinistres) et le paiement effectif des sinistres est r6duite. 

En cons6quence, le r61e que peuvent jouer les revenus financiers demeure de 
peu d ' importance.  En revanche dans des brant:hes ' long tail' (h d6roulement long) 
comme la RC Auto ou la RC g6n6rale, cette p6riode peut s'6tendre sur plusieurs 
ann6es. L'influence des revenus financiers sur les r6sultats du trait6 apparaissent 
ainsi de faqon tr/~s nette. 

L'6tude ci-dessous porte sur le calcul des conditions d 'un taux de prime glissant 
d 'un trait6 non-proportionnel (not6 plus loin XL) d 'une branche b. d6roulement 
long. 

1. LA MODELISATION DU PROBLEME 

1.1. La distribution de sinistres 

1.1.1. Les notations 

Le montant  de sinistre total (aggregate claim amount)  de I 'XL est suppos6 suivre 
un processus compos6 de Poisson. 

les notations sont les suivantes: 

Pk = probabilit6 de survenance de k sinistres h la charge de I 'XL 
x = montant  du sinistre individuel 
t = montant  du sinistre total de I 'XL 

F(x) = fonction de r6partition de montant  du sinistre individuel x 
f(x) = densit~ du montant  du sinistre individuel x 
G(t) = fonction de r6partition de la charge totale de I 'XL.  

Par  d6finition 

(3) G(t) = ~ PkF*k(X) 
k= l  

= 190 

* ddsignant le produit de convolution. 

x > 0  

x = 0  

1.1.2. La loi du nombre de sinistre 

Dans l'6tude qui suit, la Ioi du nombre de sinistres est une loi de Poisson. C'est  



PRODUITS FINANCIERS ET DETERMINATION DE LA PRIME GLISSANTE 191 

une loi entrant darts le cadre de la famille de lois pr6sentant des caract6ristiques 
int6ressantes pour un calcul simple de G ( t )  par I 'algorithme de Panjer (PANJER, 
1981) 

La valeur retenue darts la suite des calculs pour X est l 'estimateur du maximum 
de vraisemblance de ce param~tre 6valu6 sur les sinistres pass6s de la compagnie 
r6assur~e. 

1.1.3. La Ioi du montant  du sinistre individuel 

Le montant  du sinistre individuel est repr6sent6 par une Ioi de Pareto h u n  
param/~tre. 

F ( x ) =  I - x >i xo 

= 0  X <  Xo. 

L'approximat ion de la distribution du montant  du sinistre individuel par une Ioi 
de Pareto ~ un param/~tre est le plus fr6quemment utilis6 par les actuaires dans 
le domaine de la r6assurance. Elle pr6sente un bon 6quilibre entre la simplicit6 
des calculs et la qualit6 de l 'ajustement.  

De plus dans une famille plus vaste de distributions de sinistres utilis~es en 
r6assurance, elle offre d 'une certaine mani/~re, la s6curit6 la plus importante au 
r6assureur (BENKTANDER, 1963). 

Le c~ de Pareto peut ~tre estim6 sur ies sinistres individuels pass6s de la com- 
pagnie r6assur6e ou sur un ensemble plus large (groupe de compagnies ou pays) 
suivant I'instabilit6 du portefeuille de ia compagnie. L 'est imateur convergent 
retenu est l 'estimateur du maximum de vraisemblance (n 6tant le nombre de 
sinistres consid6r6s) 

(4) & = (n) l n ( x j / x o ) .  

Afin de mettre en oeuvre la formule r~currente de I 'algorithme de Panjer, la den- 
sit~ du sinistre individuel a ~t~ discr~tis6e en utilisant ia m6thode de l 'ajustement 
des moments (PANJER et LUTEK, 1983). L'ajustement a ~te effectu6 sur I'esp~rance 
de la distribution de sinistre individuei. 

Soit h: iongueur de l'intervalle 
(suppos6 constant) de discr6tisation 

La densit6 de probabilit6 associ6e b. F ( x )  sur un intervalle [Xo+i~, xo+( i÷  ,)h] est 
r6partie aux deux bornes de I'intervalle de la mani/~re suivante: 

Soit xi  = xo  + ih 

x i÷  l = xo  + (i + l)h 

f i ( x i )  densit6 de probalit6 de I'intervalle [x i ,  x i÷~]  affect6e au point xi  
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f i(xi+t) densit6 de probabilit6 de I'intervalle [xi, Xi+l] affect6e au point xi+t. 
Alors: 

f i(xi)  = (h + x i -  x)lh d f ( x )  
Xi 

I 
X l + l  

fi(xi÷ I) = ( x -  xi)[h d f ( x )  
JG 

I. 1.4. Application de l 'algorithme de Panjer 

Si l 'on note ~ =  p r o b [ g ( t )  =jh] et f i = f i - ~ ( x i )  +fi (x i )  

I 'algorithme de Panjer permet de calculer la fonction de r6partition de sinistre 
total: 

(6) go = e - x " - p a  

.± 
g j = . j  if, gj_, j =  1,2 .. . .  

1.2. La cadence de ddroulement des sinistres 

Deux types de cadences interviennent: la cadence d'6valuation des sinistres (sur 
laquelle s 'appuie le m6canisme de calcul du taux de prime glissant) et la cadence 
de r6glement des sinistres /l la charge de I 'XL.  

La cadence d'6valuation (de d6claration) des sinistres peut ~tre soit: 

Calcul6e annie par ann6e sur les donn6es brutes du pass6 de la compagnie ou 
du march6 6tudi6, (m6thode de chain ladder sur donn6es cumul6es). 
Ajust6e sur une Ioi exponentielle n6gative avec une troncation apr6s quelques 
ann6es (5 ou 6 en g6n6ral). Les param6tres de cette loi (de type e -~'~') peu- 
vent &re estim6s b. I 'aide d 'une r6gression non lin6aire et l 'utilisation dans les 
caleuls num6riques d 'un simple algorithme de Newton-Gauss .  

La cadence de r6glement des sinistres intervient au niveau d 'une  r6duction sur 
taux de prime fixe afin de prendre en compte la p6riode de temps s'6coulant entre 
le versement de la prime et le r6glement des sinistres. 

L 'approche  utilis6e pour la cadence d'6valuation des sinistres peut &re retenue. 
Dans le cas d 'un ajustement sur une Ioi exponentielle n6gative, la troncation sera 
effectu~e au bout d 'une p6riode plus longue (10 ~ 15 arts en genital). 

1.3. Les produits financiers 

Le taux retenu correspond au taux de rendement que la compagnie de r6assurance 
peut esp6rer sur la devise utilis6e dans le traitS. Si clans le cas d 'une prime vers6e 
en une ann6e, ce taux est concret, la compagnie pouvant investir cet argent dans 
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un portefeuille de valeurs lui assurant une congruence avec les sorties (r6glements 
de sinistres), en revanche pour un taux de prime glissant, l 'on doit supposer 
l'invariabilit6 ou tout au moins une faible variation relative de ce taux pendant 
la p6riode durant laquelle est vers6e la prime. 

i.4. Les chargements 

lls peuvent ~tre regroup6s en deux types. 

Chargemen ts 'commerciaux" 

IIs recouvrent les chargements pour frais de gestion, b6n6fice, courtage. Ils seront 
pris 6gaux dans la suite de l'6tude ~, un pourcentage de la sinistralit6 de I 'XL. 

Chargements de fluctuation 

Ils prennent en compte I'influence du nombre de sinistres b. charge de I 'XL et de 
la portde de la tranche. 

soit x0 = priorit6 de I 'XL 
k = plafond de l 'XL/Priorit6 de I 'XL 
c~ = coefficient de la Ioi de Pareto 
X = coefficient de la loi de Poisson 

c~ 6tant toujours darts ce type de distribution sup6rieur ~ 1. 

a [-2(In k -  (I - I /k)) ]  ,/2 
(7) pour a = 2 E = 1. xf7~ I S.. i / k )  .J 

o M Y  2 
(8) pour a > 2 E -  ~ I/2 M-------I 

avec 

M i -  x0 [ l _ k l - , ]  
c z - I  

M2 = 2x 
~ - 1  ~ -  " 

G~n6ralement, le chargement de fluctuation adopt6 est un pourcentage de 1'6cart 
type de la distribution du sinistre total (BENKTANDER, 1975). 

Dans l'application num~rique qui suit ce chargement est pris ~gal & 20% de 
l'~cart type. Ce pourcentage est utilis6 assez frdquemment en r6assurance 
(GERATHEWOHL et al., 1980). 

Sans r~elle justification th~orique, un tel pourcentage permet de fixer le charge- 
ment de fluctuation/t un niveau raisonnable (10% de la prime pure de I 'XL) pour 
un XL r~put~ 'stable' k ~< 2, X/> 5, c~ = 2. 
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2. APPLICATION NUMERIQUE 

L'int6r~t de la mod61isation est de d6finir dans des cas concrets off I 'on  connai'ft 
la charge moyenne  de I 'XL,  les bornes de taux de prime g|issant. 

L ' o n  recherche un intervalle pour  l '6volution du taux de prime glissant tel que 
l 'on  ait 6galit6 entre la valeur actuelle (VA) du taux de prime fixe tf et i 'esp6rance 
de la valeur actuelle du taux de prime glissant tg (d  repr6sentant la dur6e moyenne  
de r6glement, i le taux de rendement  financier et t le taux de chargement) .  

Xxo(l - k t - '~ ) ( l  + i )  -a  
(9) tr = 

( 1  - t ) ( ~  - 1 )  

t 8 6rant tel que E(VA(tg)  = VA (if) 

L 'esp6rance de profit du r6assurance est donc la m~me dans les deux cas. 
Dans le cas d ' u n  taux glissant, la variance du r6sultat pour  le r~assureur est 

certes r6duite mais un tel type de taux entra~ne des frais de gestion plus ~lev6s 
(CLEMEUR,  1984). Cette augmenta t ion  des cofits couvre  largement la baisse de 
fluctuation introduite par le taux glissant. Ainsi un profit 6quivalent pour  le 
r6assureur semble 6quitable aux deux parties, l 'assureur  b~n~ficiant d ' u n  ~tale- 
ment dans le versement de ses primes de r6assurance. 

Dans les calculs qui suivent sont retenus des param~tres inspires par la situation 
observ6e sur le march6 franqais. 

HYPOTH~,SES DE CALCUL 

• priorit~ de la t ranche : Xo 
• p lafond de la t ranche : 4xo 
• valeur du coefficient de Pareto  : 2 
• cadence de d6claration des sinistres : * 

- -  en fin d ' ann6e  0 20o70 
- -  en fin d 'ann~e 1 55°70 
- -  en fin d ' ann6e  2 85°70 
- -  en fin d ' ann6e  3 95°70 
- -  en fin d ' ann6e  4 10007o 

• taux de rendement  financier : i 
• dur~e moyenne  de r6glement des sinistres: 4, 5 ans 
• chargements  de la prime glissante : 25°70 

Les caiculs ont 6t6 effectu6s avec ie Iogiciel statistique SAS. 
Le taux de prime min imum a 6t6 fix6 ~ 60°70 du taux fixe afin d 'ob ten i r  une 

fourchette  proche de celle rencontr6e dans la pratique off le rappor t  entre taux 
maximum et taux min imum varie entre 2 et 3. 

Deux hypoth6ses de calcul ont  6t6 adopt6es.  La premiere consid6re que la prime 

* Utiliser un tel type de cadence suppose implicitement que les sinistres une lois d6clar6s n'evoluent 
plus. En premiere approximation cette hypoth6ses sera retenue pour le march6 franqais. 
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fixe d e m a n d 6 e  n ' i n t ~ g r e  p a r  de  c h a r g e m e n t  de  f l u c t u a t i o n .  L a  s e c o n d e  en  r e v a n -  

c h e  c o m p r e n d  u n  c h a r g e m e n t  de  f l u c t u a t i o n  tel  qu - i l  est  d~cr i t  en  1.4. 

2.1. Calcul avec taux de rendement financier f ixe de 8% 

L a  v a l e u r  d u  coe f f i c i en t  k v a r i e  de  l h lO. Les  d e u x  g r a p h i q u e s  p r 6 s e n t e n t  les 

r 6 s u l t a t s  p o u r  d i f f 6 r e n t e s  valeurs de  L a m b d a .  S u r  les g r a p h i q u e s  le s y m b o l e  0 
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GRAPHIQUE I. Etude de primes glissantes pour differentes valeurs de lambda calcul de la prime avec 
uniquement un chargement proportionnel a l'esperance de la distribution 
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GRAPHIQUE 2. Etude de primes glissantes pour differentes valeurs de lambda calcul de la prime en 
incluant un chargement proportionnel a I'ecart-type de la distribution 
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d6signe le rapport  prime maximum sur prime minimum tandis que le 
symbole + repr6sente le rapport  prime maximum sur prime flxe. 

Sur les deux graphiques, d6s que Lambda  d6passe, 5 les variations enregistr6es 
par les deux rapports deviennent rapidement tr/~s faibles. 

L'6cart,  pour de petites valeurs de Lambda,  entre la prime maximum et prime 
minimum est tr~s important.  I Ien  r6sulte que la prime minimum devrait ~tre fix6e 
~. un niveau plus 6lev6 que 60% de la prime fixe afin de dimineur 1'6tendue de la 
fourchette des taux. 

2.2. C a l c u l s  a v e c  u n  t a u x  d ' in tdrOt  var iab le  

Les variables de 1'6tendue de la fourchette de la prime glissante sont 6tudi6es pour 
diff6rentes valeurs du taux de rendement fnancier.  

Les calculs sont effectu6s sur la base d 'un Lambda 6gal ~t 5. 
Les deux hypoth/~ses de d6termination de la prime fixe sont conserv6es. 
Dans le cas d 'absence de r6mun6ration financi~re et d 'un taux fixe incluant des 

chargements de fluctuation, le taux maximum n'est  pas atteint. Darts ce cas 
(hypoth6tique) 60% du taux fxe comme taux minimum est un seuil trop bas. I1 
suffirait de remonter ce seuil afin d 'obtenir  un taux maximum et donc un taux 
glissant respectant l'6galit6 (9). Ainsi pour un taux minimum pris 6gal/l 65% du 
taux fixe, le taux maximum obtenu repr6sente 2, 40 fois le taux fixe. 
Le tableau ci-apr/~s pr6sente les principaux r6sultats sous ces deux hypotheses: 

TABLEAU I 

ETUDE DE PRIMES GLISSANTES POUR DIFFERENTES VALEURS DU TAUX DE RENDEMENT FINANCIER 

Taux fixe 
avec chargements proportionnels 

l'esperance 

Taux fixe 
incluant des chargements 

proportionnels ~. I'ecart type 

Taux de 
rendement Taux maximum Taux maximum Taux maximum Taux maximum 
financier Taux minimum Taux fixe Taux minimum Taux fixe 

0% 2, 66 I, 60 Taux maxi Taux maxi 
non-~ltteint non-~.tteint 

IO/0 2,54 1,52 3,43 2,05 
2°70 2,45 1,47 3, 13 1,88 
3°7o 2,38 1,43 2,87 1,72 
407o 2,32 1,40 2,71 1,62 
5°/o 2, 29 I, 37 2, 59 1,55 
6070 2, 25 I, 35 2, 51 1,50 
7°7o 2, 22 I, 33 2, 43 I, 46 
8070 2, 20 I, 32 2, 39 I, 43 

3. CONCLUSION 

Une approche statistique pour l 'appr6ciation des conditions propos6es lors de 
l 'offre d 'une prime glissante sur un XL apparai't indispensable. C'est  cette 



PRODUITS FINANCIERS ET DETERMINATION DE LA PRIME GLISSANTE 197 

mod61isation qui est adopt6e dans notre soci6t6 comme outil d'aide b, la ddcision 
dans ce domaine.  

L'auteur d6sire remercier les deux examinateurs anonymes de l'article ainsi que 
Monsieur Alois Gisler coediteur de I'ASTIN Bulletin pour leurs conseils et leurs 
judicieuses suggestions qui ont conduit h enrichir la premiere version de l'article. 
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