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ABSTRACT 

This paper deals with the Bonus-Malus system obtained when the clmms 
frequency ~s submitted to trend. This system ~s specified m the two part,cular 
cases of  PoJsson-Gamma and Polsson-lnverse Gaussian distributions The 
theoretical results are checked on data issued from automobile insurance 
pohcles observed during three years. 
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l INTRODUCTION 

L'6tude de l'6volution dans le temps des systOmes de Bonus-Malus en assurance 
automobile  n~cesslte la connalssance de la Iol de probabdtt6 de la fr6quence 
annuelle des slnlstres. 

A cet effet la famille des lois de Polsson-m61ange s'est av6r6e un Outll efficace 
(KESTEMONT et PARIS, 1985).  

Par leur bonne ad~quatlon aux observations et les posslbllit~s de calcul 
qu'elles permettent, la 1ol BInomlale NOgative (LEMAIRE, 1985) et la Iol de 
Polsson-lnverse Gaussienne (WILLMOT, 1986 et 1987) ont ~:t6 les lois de cette 
famille les plus Utdls~es. 

L'objet de cette 6tude est de pr6senter et comparer  les syst~mes de Bonus- 
Malus auxquels ces lois condutsent dans une mod6hsatlon tenant compte d 'une 
variation tendancielle de la fr6quence moyenne annuelle de Smlstres du 
portefeullle. Plus pr~cls6ment sont d&ermm6s l'mdlce de fr6quence et la 1ol de 
probablllt6 de la frOquence annuelle de l'exerclce ( t+  I) connmssant l 'htstorlque 
de smistrallt6 des t exerclces pr6c6dents. 

Ces r6sultats sont apphqu6s ~l un portefemlle de plus d 'un mdhon de pohces 
d 'assurance au tomobde  en France dont la slmstraht6 a pu &re observ6e 
pendant trois exerc~ces cons6cutifs. 

Une prenu6re vcrsmn de cct article a 6t6 pr6sent~c ~ous Ic htre <<Lo~ de Potsson-lnverse 
Gausstenne et syst6mcs de Bonus-Malus.  au XXII c Astm Colloquium, Montreux 1990 
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2 LOI INVERSE GAUSSIENNE GLNI~RALISEE 

La fonct lon de Bessel de 3 ~ esp6ce modlfi6e K,, d ' m & c e  v r6el, d6fime sur 
I 'ensemble  N*+ des r&ls > 0, a pour  expression (ERDELYI-MAGNUS, 1953) 

l , , ( + , )  
gv(u)  = x ~'-I e - -2  ' d r .  

2 o 

Elle v~nfie pour  tout  u > 0 les proprl&~S suwantes .  

(i) K_,.(u)  = Kv(u)  pour  v e ~  

2v 
(10 K ~ . + l ( u ) =  g , . (u )+K~,_ l (u )  pour  v e R  

U 

(m) Kt/z(u)  = e - " .  
U 

On obtlent  (1) par  le changement  de variables y = l / x  et (n) par  une integrat ion 
par  parties darts Kv(u) Le changemen t  de variables y = x ~ / 2 - x  -~/2 dans 
Kil2(u)+ K_ t/2(u) donne  (111). 

De (u) et (m) on d6dmt  une expression de Kp+ i/2(t,t) pour  p e IN (WILLMOT, 
1987)" 

rC e - "  ( p + t ) !  
(Iv) KP+l/z(U) = 2u  ,~o ( p - t )  T.i v ( 2 u ) - '  

La loi Inverse Gauss lenne  G6n6ralis6e de pa ram&res  v, ~l, fl (v ~R, It > 0, 
fl > 0) a pour  densit6 sur IR* 

x v - I ~  ~ -  ~+ 

h , , ( x )  = 
2/L" K,, (/L/fl) 

Cette lob notee dans la state I G G  (v, It, fl) et 6tud16e dans (JORGEN- 
SEN, 1982), a pour  t r a n s f o r m &  de Laplace 

K,. [-'u (1 + 2//r) ' /21 
_fl S 

+cc 

hv(s)  = e s.~ h,.(x) d x =  (s > O) 
0 

s~K,,+ , ( l # f l )  
et pour  moyenne  . . . .  

K~. (i,/fl) 

On peut  noter  que sl X suit une Iol I G G  (v, St, fl) la 1ol de a X  (a > 0) est une 
lol I G G  (v, ale  aft). 
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Le cas part tcuher v = - I/2 condmt  fi la 1o~ Inverse Gausslenne IG (/~, fl) 

(FOLKS-CHIKARRA, 1978) de denslt~ h_ 1 ] 2 ( ~ ' )  - -  

I /.t - -  ( x - . . ) :  
e 2B~ et 

x ~ - ~ x  3/2 

"tZ [I - ( I  + 2 f l s ) '  2 l 
t ransform6e de Laplace h_ t / 2 ( a )  = e ~  

La moyenne  et la variance de cette 1o~ valent respectivement It et ltfl. 

3. LOiS DE P O I S S O N - M E L A N G E  

Cette famllle de lois d~cnt la lol de la v a r N fr~quence de Smlstres d 'une  
pohce appar tenant  ~ une classe de nsques ,  N est suppos6 dlstrlbub selon une Iol 
de Polsson f ( ) , ) ,  z +rant la r6ahsatlon d 'une  v.a.r A > 0 dlte variable de 
structure de la classe. 

Si A a pour  denstt~ ho, d+pendant  d 'un  param~tre 0 ~ O ouvert  de ~q, la Iol 
de N est donn6e par 

I 
+~- 2" 

p,, = P ( N  = n) = e -~" /lo(2) d2 (n e N).  
0 n! 

La foncUon g6n+ratnce de N s ' expnme en fonctlon de la transform6e de 
Laplace /7 o de ho: 

+,.x~ 

gN(s) = E(s  N) = ~ p,,a" = h o ( l - s )  avec g~')(O)/n~ = p ,  pour  tout n 
n=0  

Quand lls existent, les moments factoriels de N valent 

It[ j l(N) = E [ N ( N - 1 ) .  ( N - / + I ) ]  = E ( A ' )  ( j ~ [ N *  = IN-{0}) 

D ' o f i l ' o n d 6 d m t m  = E ( N )  = E ( A ) , a  2 = V ( N )  = V ( A ) + E ( A ) > i E ( N ) e t  
le coeffiment d 'asym6trle  Yl (N) de F,sher 

off C est un coeffictent, foncnon  de la lol de A, qm, pour  m e t  a 2 fixes, est un 
mdlcateur  du polds relahf  de la queue de N (PANJER et WILLMOT, 1988). 

Pour  estlmer 0 on &sposera  de la r~ahsatmn d 'un  K-6chantfllon de N (par 
exemple l ' observanon  sur un exerclce de la fr~quence de smmtres de K polices 
formant  une classe de rlsques md6pendants)  S, ! est la plus grande valeur 
observ~e de N e t  vjle nombre  d ' obse rvauons  de N 6gales ~ j  ( j  = 0 . . . .  l) avec 

I 

) = 0  
= K, la moyenne  et la variance emp,nques  de N sont respectwement  

/ / 
1 1 

K j-o  K j -o  
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a) Loi de Poisson-Gamma 

Ce cas pa rhcuhe r  d6talll6 dans  (LEMAIRE,  1985) cor respond  fi une variable dc 
s t ructure  A dzstnbu6e selon une lol G a m m a  y(r, o0 de param6t re  0 = (r, 00 
r , ~ > 0 :  

0~r 2 r - I  e - ~  avec E ( A )  = r V ( A )  = r 
t l o ( 2 )  = F ( r )  o~ o~ 2 

La 1Ol de N est alors une Io~ Binomlale N~gatwe BN r, telle que 
c~+l 

P" = F ( r ) n W  c~+l c~+l 

r a2 r(0~+ 1) 
m = , = et C = 2. 

0~ 0~ 2 

Pour  un K-6chantll lon et dans  I 'hypoth6se off 6,~ > /~  l 'es t lmatlon (?, ~) de 
(r, 0c) donn6e par  la m & h o d e  des momen t s  (e.m.m.)  est 

/~-2 //- 
~ =  ~ =  

a,; - n a,7 - t7 

SI on pose f j  = v~ (J  = 0 . . . . .  l) et sl fi e s t l ' umque  solution > 0 (SIMON- 
K 

SaN, 1976 et 1979, BRONS et TOLVaR JENSEN, 1989) de ] '~quatmn en r .  

' ( '  '1 j ~  + + - Log 1 + = 0 
(E l )  fJ r + / - I  r r 

I 'es t lmat lon pa r  le m a x i m u m  de vra isemblance  (e m.v.) de (r, 00 est (?, ~) 

avec & = 
ff 

On peut  rioter que ? peut  6tre prise c o m m e  valeur inmale de tout a l g o n t h m e  
de r6solutmn de l '6quat ion cl-dessus. 

b) Loi de Poisson-lnverse Gaussienne 

Reprenan t  les r~sultats donn6s dans  (WILLMOT, 1987), Sl la variable de 
s t ructure  ^ suit la lol IG  (~,fl), l a v  a.r N a pour  fonct lon g~n~ratnce 

{ 'u [1 - [ 1  + 2f l ( l  - s ) ] " 2 ]  } 
gN(.~) = exp fi 
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et momen t s  m = ,i.l, a z = It(1 +fl).  Le coeffiment C valant  3, cette lm m~lange 
a une asym6trm plus marquee  que la Iol B ,nommle  N6gative 

I~ [¿_( i  +2fl)12] 
Par d6rivat lon de la fonct lon g6n6ratrice, on obt lent  Po = eft 

Pl = l , t p o ( l + 2 f l )  -II2 et la re latmn de r6currence pe rmet tan t  d ' o b t e m r  de 
proche en proche toutes les probabflt t+s p .  

( R I )  ( l + 2 f l )  n ( n - 1 ) P , , = f l ( n - I ) ( 2 n - 3 ) P , , - t + I t 2 p , ,  2 (n >~ 2). 

Pour  est lmer 0 = (iz,/5') fi par t l r  de la r6ahsatlon d 'un  K-6chantdlon de N e t  
dans I 'hypoth6se off 6,f > fi, l'e m.m. (fi, fi) est donn6e par  

^ 3 

f i = f i  /} _- °"7 - 1 

$1 on note p,,(Iz, fl), la n ~ probabfl l t6 d 'une  Im de Pmsson- Inverse  Gaussmnne  
de param6tres  I~ et fl et s, on pose 

T,(B) = ( j + l )  p '+~(f i ' f l )  ( j e  ¢q) 

p , ( <  ill) 

on a T0(B) = fi(I +2 f l )  -I/2 et, par  (RI) ,  la relaUon de r~currence 

T~(B) = ( l + 2 f l )  ( 2 j - I ) f l +  (1/> l) 
T,-i (B)J 

L'e .m.v  de (/2, fl) est alors (fi, fi) avec fi = fi et /~ solutton > 0 de l ' 6qua tmn 
/ 

(g2) ~ J, r, (B)-,~ = 0. 
j - 0  

j~ peut  6tre prise c o m m e  valeur m~tmle de tout  a l g o n t h m e  de r6soluhon de 
1'6quatlon (E2) 

c) Loi de Poisson-lnverse Gaussienne G~n~ralis+e 

Appel~e aussl Ioi de Smhel (SICHEL, 1971), cette Ioi est ob tenue  quand  A est 
d ls tnbu6e selon une lol I G G  (v, ll, fl) 

La fonct lon g6n~ratnce et les momen t s  factonels  de N sont alors (WILL- 
MOT, 1986)' 

K,,{~[I-2fl(s-1)] '/2 } 
gx(*)  = [1 -- 2fl(S--  1)1-"/2 

K,, (,u/fl) 
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u s K~+s(Ixl/7) ( S t  IN*). l.tlA(N) = _ _ 
K,. (u//7) 

t l  n 

Les probablht6s p,  = - 
n ! 

Kv+,, I ~  (I + 2fl)'/21 

I ' + n  

K,,(i/xl/7) (1 + 2 f l ) T  

(n e N) peuvent  se d6dulre de 

K~ [-IZ (1 + 2/7)'/21 
_/7 

P0 = et Pl = /x K, (;//7) (1 + 2,8) ''/2 

K,.+ i I ~  (1 + 2fl) u21 

v4-1 

K,,(I-Ufl) (1 +2/7/  7- 

par  la relation de r~currence 

(R2) ( l + 2 f l )  n ( n - l ) p , ,  = 2 f l ( n - 1 ) ( v + n - l ) p , , _ i + I t 2 p , , _ 2  (n>~2) 

On peut  noter  que s l v  = p +  I/2 avec p ~ iN, les proprl+t6s (u) et (m) de 2. 
condu,sent  A des expressions tr6s slmples de Po et p~ 

4. SYSTEMES DE BONUS-MALUS 

Soit un risque dont  la fr~quence annuelle de simstres est d ls tnbu6e scion une Iol 
de Polsson-m+lange.  S1 pour  tout  t entler on d6slgne par  N, cette fr6quence 
pour  la i e ann6e, on dispose de la r6ahsatlon (n 1, , nr) du v.a (N I . . . . .  Nt) 
co r r e spondan t  fi l ' observa t lon  de ce risque pendant  t ann6es. 

N o t a n t  A la var iable  de s tructure de la classe 5_ laquelle appa r tmnt  le risque 
consld+r~, on se p ropose  de d~te rmmer  la lol pr+dictlve de Nt+ I connalssant  
(N, . . . . .  Nt) sous les hypoth6ses  

( H I )  les v a t .  N , , .  , N , , N t +  I sont condl t lonnel lement  

en A md6pendantes .  

Le pa ram6t re  v > 0 repr6sentant  le taux de var ia t ion de la fr~quence 
moyenne  de Smlstres d 'un  risque de la classe d 'une  ann6e a l 'autre  

(H2) pour  tout  i la lol condi t ionnel le  de N, sachant  

A = 2 est une lol de Pmsson  / (2v' i). 

R e m a r q u e :  Pour  le mod6le adop t s  le r appor t  

E(N,)  ( E ( A ) )  
= est cons tant  (t = 1 . . . . .  t ) .  

4 V ( N , ) - -  E(N,)  ~( A ) 



TREND ET SYSTI~MES DE BONUS-MALUS 17 

La 1ol c o n d i t l o n n e l l e  de  (N1 . . . .  Nr) s a c h a n t  ^ = 2 es t  a lo r s ,  p o u r  
(hi . . . .  n,) ~ iN', 

PV(Ni = n l ,  . ,  N,  = f l , / ^  = 2 )  ~" ]FI P ( N ,  = n , / ^  = 2) 
t=l 

t t 
e - )  o,(vl v, Z~, n,0- I) 2' =F ,., 

l : I  (n,)!  

l v =  I 

en p o s a n t a , ( v )  = ~ v ' - I  = 
$1 

I - I  1 - v '  
- -  v - ~ l  
I - v  

$1 h o est  la dens l t6  de ^ et  p a r  la f o r m u l e  de  Bayes ,  la Iol a p o s t e n o n  de  ^ 
s a c h a n t  N I = h i ,  , N, = n, a p o u r  dens l t6  

¢ 
tit I 

ttt 
hvn, ld "tit(2) = e - )  tt,(,'} 2,~1 h o ( h  ) oc e -  ) a t ( I ) 2  , ' l  " h o ( 2  ) 

e -~",(~'~. 2,-I  - ho(2 ) d2 

off oc est  un s lgne de  p r o p o r t l o n n a h t 6  (fi une  c o n s t a n t e  pr6s).  
I1 r6sul te  de  ( H I )  que  la 1ol p r 6 d i c t w e  de  N~+ I s a c h a n t  

N~ = nt , .. , N t  = nit S'~crlt ,  p o u r  m ~ IN, 

PV'°(N,+l  = m / N i  = nl . . . . .  Nt = n,) 

1"o0 

= I P ( N , +  I = m / ^  = 2) h,'.',' d 
0 

' ", (2) ,42 

et p a r  (H2)  

P"'°(N,+i  = m / N i  = n l .  , N,  = n,) 

i 
+o~ e -~ , ,  (2 v') m 

= - -  h,",,~ , ", ( 2 )  , t 2  

o my 

sol t  une  1ol de  Po l s son -m61ange  / ( ^  v ' )  off la v a r i a b l e  ^ a p o u r  dens l t6  
h,'.'.'cj • "' (2). D e  m a m 6 r e  e x p h c l t e  on  a 
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Pv ' ° (N ,+  I = m / N  I = n l ,  . , N ,  = n,) 

i 
+co ~. t t ,+m 

e -~- .... ~v). 2, t "ho(2)  d2 
])mt 0 

_ _m 

m !  I +~  ~ ~ , 
e_  ~ a,,v , ~ n, 

• Z , -  t h o ( 2 )  d2 
o 

avec a , + l ( v )  = a t ( v ) + v ' .  

R e m a r q u e :  C o m m e  P~'°(N~+l = m / N i  = nl . . . .  , Nt  = nt) ne d6pend 

(nl . . . . .  nt) que par  l 'mterm6dmlre de ~ n, ,  on a 
t = l  

de 

pour  tout  t-uple ( n l , . . . ,  n,) tel que nt + +n~ = n. 
I I e n  est de m i m e  de I 'mdice I,+~ (n~, ., n,; v, 0) d~fini cl-dessous. 
Une caract6nst ique essentlelle d ' un  syst6me de Bonus-Malus  est la prime a 

posteriori  /t apphquer  la ( t +  1) c ann6e apr6s avow observ6 (n I . . . .  nt) Cette 
prime, exprim6e en pourcentage  de la prime a priori, devlent l 'mdice de 
fr6quence de la (t + 1) ~ ann6e 

E N, = hi,  N, = n t ( N t  +1)  

l t + l ( n  I, . , n t ;  v ,O) = 100 
E ( N , + O  

qu 'd  est mutde  de calculer a partir  de la 1oi pr~dlctwe de Nt+~ sachant  
Ni = nl . . . .  Nt = nt. En effet, en c o n d m o n n a n t  par ^ et par (HI )  en (H2) 

E ( N , + i )  = E [ E ( N , + i I A ) ]  = v ' E ( A )  

E NI' ' N ' ( N t + i )  = E N'' ' N ' [ E ( N t + i I N  I . . . . .  N t ,  A)]  

Eu,  ' .N , (N,+ 0 = EN,.  " N , [ E ( N , + i I A ) ]  = v t E N , .  .N,(A ) 

E u , = , , , ,  . N , = , , ( ^ )  
d'ot~ l , + l ( n l ,  . , n , ; v , O )  = 100 

E(^) 

Dans  le cas partaculier off ^ suit une Iol G a m m a  y(r, u) [cf LEMmRE, 1985, 
pour  v ---- 1], on a 

h~'~ ' " ' (2) oc 2 , , - e  I~+a,(v)l;. 

La101 a posterlori  de A sachant  N I = n l ,  . . , N ,  = n, est  donc  u n e l o i  
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G a m m a  y 
(± ) r 

r + n,, o~+a,(v) De E ( ^ )  = - -  et 
~=1 OC 

r + £ n, 
t=l 

E N~ =" '  ' N ' = " ' ( A )  -- , on d6dmt  
o~ + a,(v) 

! 

r + ~ II, 
t=l OC 

It+l(nl,  . ,n t ;  v,O) = 100 
r o~+a,(v) 

C o m m e  la 1ol a pos te r lon  de v' A sachant  N~ = n ~ , . . ,  N t = n tes t  une 1ol 

G a m m a  y r + n,, , la loi pr~dictwe de Nr+ I sachant  Ni = 
, ' -I  ~t 

n ~ , . . ,  Nt = n t e s t  une Iol de P o l s s o n - G a m m a  de p a r a m & r e s  r +  £ n, et 
/=l 

°~+at(v)-- c'est-fi-dlre une Iol Blnomlale-N~gative BN r +  n,, - -  - -  
V t ,=1 O~+at+l(V ) 

5. CAS DE LA tOl INVERSE-GAusSlZNNE 

Dans  le cas off ^ smt une Ioi IG  (u,,8), on a 
, 

htt, l.i d .... (2) oC e - ;  a,(v) 2,~1 n' 2 - 3 / 2  e -  -~-  ) + 

. e  

soit 

~ n , -  3/2 
' "' ( 2 )  ~ :  2 ,  o , x 

1 u 2 

× e x p { - 2 f l [ l - + 2 f l a ,  i v ) ] - ,  1 2 +  ( ~ l + 2 f l a , ( v i ) ) 1 }  

I G G ( £ , = I  n~-l /2 '~t[ l+2[~a'(v)]-1/2 '[~[l+2[~a~(v)]-I )  " 

La 1ol de A sachant  N~ = n~, . . ,  N, = nt est donc  une IOl Inverse Gaussmnne  
G~n6rahs6e 
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De I 'expression de la moyenne  d 'une  loi Inverse Gausslenne G6n6ralis6e 
donn6e en 2. on d6dult 

[ ,+ t (n l ,  . . . , n , ;  v, 0) - _ x 

x / l+2f la t (v )  KEn'-,r, } I ~ ( l + 2 f l a t ( v ) ) ' / 2 1  

Pour  un calcul effectlf de lt+t on peut noter qu 'en  posant  

Qp(u) - l ~ + , 1 2 ( u )  

G-,/~(u) 
, p o u r p e [ N  et u > 0 ,  o n a  

100 
1,+ I ( h i  . . . .  n,; v, 0) = - - -  

.x/i + 2 fla, (v) 
+ 2fla,(v))'121 

avec, par  (i) et (il) de 2., Qo(u) = I e t  la relation de r&urrence :  

2 p - I  1 
Qp(u) - + - - (p >1 1) 

u Qp_ j (u) 

II r6sulte de 2. que la Io~ de v' ^ sachant  NI 
Inverse Gaussienne G6n&alis6e de param&res  

I 

L n , -  1/2, /1 v'[1 +2fla,(v)] -I/2, fl v ' [ l  +2fla,(v)] -I 
i = l  

= nl ,  .. , N, = n, est une 101 

On en d6dult que la Iol pr6dmtwe de N,+~ sachant Nj = n t , . .  , N, = n, est 
une Ioi de Poisson-lnverse Gausslenne G6n6ralls6e de m6mes param6tres et 
donc,  pour  m ~ IN, les p robabd l t& 

se d6dulsent de P0 et Pt comme  indlqu6 en 3. c. 

6. E S T I M A T I O N  DES P A R A M E T R E S  

Solt fi estlmer (O,v) ~ partir  de la r6ahsatlon 
(N~ k) . . . .  N,(k))k = ~. . g de (N I . . . .  N,) (t ~> 2). 

La 1oi de (Nf ,  ., N,) a pour  expression 

d 'un  K-&hant l l lon 
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i 
+ct~ 

P " ° ( N  I = n .  . . . .  N / = n , ) =  P ' " ° (N i  = t i t ,  . , N , = n , / A  = 2 ) h o ( 2 ) d 2  
0 

~ " 0 -  I)n~ 
I)J I 

I 

I-I (n,v) 
i 

+o~ ~ nj 

e - ; " ' ( " ) 2 , - '  ho(2) d2 
0 

soIt par le c h a n g e m e n t  de variable  21 = i~ t -  I 

t = l  

i - I  IJ~=l e - ) 1  

nt ! 
t - - I  t = l  

t 
~ n ,  

en no tant  h" o la densnt6 de la variable  A ~ = v '-n A " A I 
/=1 

h'~(;~,) = ho a,(v) a,(v) 

On fera I 'hypoth6se  de stablht6 de la faml l le  {ho" 0 ~ O) par homoth6tne '  

(H3)  II exlste  une  a p p h c a t l o n  r/ = (r/~ . . . .  r/q) de D *  x O 

dans  O de c lasse  C I telle que  h ''° = h,o, o) V (v. O) E ~ *  x (9 
m l  

et q(v ,  ) buect ive  pour  tout  v > 0. 

r e m a r q u e :  D a n s  le cas P o l s s o n - G a m m a  off 0 = (r, cz), on a q = 2, O = ~ . 2 ,  
0~ 

q l ( V ,  r ,  00  = r et q2(v, r, 00 - -  

a,(,,) 

D a n s  le cas  Ponsson- lnverse  G a u s s ] e n n e  off 0 = ( ~ , f l ) ,  on  a q = 2, 
O = ~,+2, q l ( v , / l ,  fl) = a , ( v ) / l  et q2(v , / l ,  fl) = a , ( v ) f l  

D e  cette hypoth~se  iI r~sulte que  

t = l  l 

[ ] [  ( , , ! )  (a ' ( " ) )  x''' ,=~ 

I = l  
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of 1 P~ est la probabili t6 d 'une  1ol de Pmsson-m61ange avec densit6 de structure 
h~ (,,, 0)- 

La fonct ion de vraisemblance assocl6e ft. l '6chantdlon s'6crit alors en posant  

K 

L[(n(k))k= t, r ;  v, 0] = H e " ' ° [ N '  = "I*) '" ' N,  = nl *)] 
k - I  

0(2 

K 
~- ~- n,lk)(t - 17 

vk-  I t I 

K 

[a, (v)]~-, , = ,  
I ( ~ )  1 Li n} k) ; r/(v, 0) 

t = l  k -  I. , K  

x t ) 
est la vraisemblance assocl6e fi un 

K-6chantfllon de la 1o~ de Polsson-m61ange fi densit6 de structure h~cv, o ). 
On en d6dult 

L°gL----~°nstan~e+KE~ '~'~'--"1 L°g ~-K (± ,., ,-, 

F ( ± )  1 + Log Li n~ *) ; q(v, O) 
t - - I  k = l .  , K  

)(±) I~, Log v'-I  + 
I--I  

et les ~quataons de vraisemblance 

Log L + i~ Log Lt i~b(v, O) 
- × - 0  / = 1  . . . . .  q 

00/ j = I ~qj ~01 

± Z tit(l-- 1)  if7, ,~1 -' (± / ~ L o g L _  = K - K - - "  ( t - I ) v  '-2 

~v v a , ( v )  , - i  

+ 

q ~ Log Lt . ~qj(v, O) +E 
j= i iSqj ~v 

= 0  

$1 on pose a* = Z f f ' e t  b* = iff,, et en supposant  qu'il exlste t >  1 
s - I  I - i  

et j < t tels que ri, > 0 et i]j > 0, on a a* < b* < a* t. 
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i= l  /.. = I, , K  

d 'un  K-6chantd lon  de la 1Ol de Poisson-m61ange de denslt6 de s t ruc ture  h,~ et Sl 
est so lu tmn de 1'6quation en v: 

± ± (E3) b* v ' - I - a  * iv ' - I  = 0 
t ~ l  t - - I  

l ' emv de (v, 0) est a lors  (~, 0) o/~ 0 v~nfie ~/(~, 0) = 0. 

Remarque :  Comrne  ~ ( v )  = b* v ' - ' - a  * n, '-~ est un p o l y n 6 m e  en v 
z - =  I t ~  I 

avec ~ , ( 0 )  = b * - a * > O  et hm ~ , ( v )  = hm ( b * - a * t ) v  ' - I  = - o o ,  
v ~ + o C  v ~ + c o ~  

(E3) a au molns  une racine > 0. 

Cas particuliers : 

I S i t  = 2, (E3) s '6cn t  /~2-f f lv  = 0 e t a  pou r  so lu t ion  u m q u e  ~ = ffff2/~,. 

2. S i t  = 3 (E3) devlent  

v20~2+2 iT i )+v( f f l - -~3) - - ( f f2+2f f3 )  = 0 

don t  l ' umque  soluUon > 0 est 

4(~1 - -  iT3) 2 -F 4 (2 ,TI + if2) (if2 + 2 rT3) - (ffl - if3) 
f 

2 (2 ffl + h2) 

7.  A P P L I C A T I O N  

Les r~sultats precedents  sont  apphqu~s  5. un portefeul l le  d ' a s su rance  a u t o m o -  
bde de K = I 044 454 pohces  observ6es du ran t  une p6node  de trois ann6es 
cons~cutwes (1979-1981, source '  S taus tNue  Commune  A u t o m o b d e  A P.S.A D ). 

La  baisse tendancle l le  de la s imstral i t6  moyenn e  du por te feudle  au cours  des 
trois exerc~ces est sensible. Elle r~sulte d ' u n e  par t  de la balsse g~n6rale de la 
fr~quence des sm~stres observ6e en France  au cours  de cette p~node  et d ' u n e  
baisse sp~clfique due au v ledhssement  du portefeui l le  observ6 

Les moyennes  et var iances  des fr~quences annuel les  de sm~stres au cours  des 
tro~s exerclces va len t .  

ffl = 0,17818 /~2 = 0,16513 173 = 0,15724 

6"~ = 0,19739 6~ = 0,18244 6"] = 0,17485. 

Les fr6quences observ~es (nl k), , nlk))t = 1. . K sur les t prem16res ann~es 
(1 ~< t <~ 3) pe rmet ten t  d ' o b t e m r ,  fi l 'mde des r~sultats 6tabhs dans  les pa rag ra -  
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phes  pr6c6dents ,  p o u r  c h a c u n e  de ces t rois  va leurs  de t, les em v  de v (sl t >~ 2), 
de  (r, c~) p o u r  la 1Ol P o l s s o n - G a m m a ,  de (/1,,8) p o u r  la Iol P o i s s o n - I n v e r s e  

G a u s s i e n n e .  
Af in  de c o m p a r e r  I ' a d 6 q u a t l o n  de ces deux  lois aux  o b s e r v a t i o n s ,  on  d o n n e  

( t ab l eaux  1, 4 et 5) les f r6quences  th6or iques  est lm6es p o u r  ces deux  lois, les 
f r6quences  observ/~es c o r r e s p o n d a n t e s  et, apr6s  r e g r o u p e m e n t  des cellules p o u r  
respec ter  le c n t 6 r e  de C o c h r a n ,  la d i s t ance  du  C h l - d e u x .  (obs - th6or )2 / th6or  

* t = 1 :  1Ol de Po l s son"  ). = t i l  = 0 ,17818.  

Les 6 q u a t l o n s  ( E l )  et (E2) app l iqu6es  au  K-6chan t l l l on  (nlk))~= 1. 

d o n n e n t  

lol P - G a m m a :  i = 1,67305; & - - 9 ,38950 

lol P - I G : / 3  = 0 ,10812;  h = ,ql = 0 ,17818.  

Les f r6quences  th6or lques  KPJ(N~ 
c~-dessous. 

, K  

= n l )  son t  d o n n 6 e s  d a n s  le t ab l eau  1 

TABLEAU I 

COMPARAISON DES FRI~QUENCES OBSERVI~ES ET T|II~ORIQUES (I = 1) 

Lol de Potsson Lol P-Gamma Lol P-I G 
Nombre 

de Fr6quence 
observee Fr6quence Distance Fr6quence Distance Fr6quencc Distance 

smlstres th6onque du Khl2 th6onque du Khl2 th6onque du Kh12 

0 881 705 873 987,9 68,14 881 769,5 0,00 881 636,7 0,01 
1 142 217 155 729.8 1 172,52 141 993,8 0,35 142 444,7 0,36 
2 18 088 13 847,2 1 279,79 18 266,3 1,74 17 838.7 3,48 
3 2 118 824,1 2031.80 2 152,6 0,56 2205,6 3,48 
4 273 36,7 I 521,03 242,1 3,96 283,9 0,42 
5 53 1,3 2 009,95 29,7 18,31 44,4 1,67 

Total 1 044 454 I 044 454 8 083,23 I 044 454 24,92 1 044 454 9,42 

* t = 2 .  les 6 q u a t l o n s  ( E l )  et (E2) a p p h q u 6 e s  fi. ( n l A ) + n ~ l ) ~ _  i, 
c o n d u i s e n t  ft. ~ = r72/rTt = 0,92676 et 

, x e t  ( E 3 )  

(1 + i ~ ) :  : 
Ioi P - G a m m a "  f = 1,69720; & = - = 9,52520 

t i l +  Jq2 nl 

loi P - I G  /~ = 0 ,10760;  ~ = 
/~1 + if2 

= ffl = 0 ,17818.  
( l + f )  
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Les fr6quences th6omques donn6es dans le tableau 4 ci-dessous sont 

K P  ~ ° ( N L =  n~, N2 = n2) = KPt~(NI = nO P¢'O(N2 = nz/N~ = nO, la proba-  
b)ht6 P ~ ' ° ( N  2 = n2/N~ = n~) 6tant calcul6e fi l 'mde des r+sultats donn6s en 5 
(P -Gamma)  et 6 (P-1G). 

* t 3" les 8quatlons (El )  et (E2) apphqu~es ",i (nl~)+ ,,(k)+-(~)~ ~ 2  ) ~ 3  ) k  - I 

(E3) donnen t  ~ = 0,93914 ct 

(I +~+i~2) f  
Ion P - G a m m a :  /: = 1,65890; & = - 9,34950 

111 --l- i¥2 --I-/~3 

, K  e t  

Iol P - I G :  /~ = 0,110917; fi - 
ff~ + if2 + if3 

= 0,17743 
I + ~ + f f  2 

Les fr6quences th6onques  donn6es dans le tableau 5 cl-dessous sont  

K P f ' ° ( N l + N 2 = n ,  N 3 = n 3 ) = K P ~ i ( N i + N z = n )  P ' ~ ' ° ( N 3 = n 3 / N l + N 2 = n )  

avec 

et 

K P  °" ° ( N  I + N 2 = n) = Z 
t l  I , I I  2 

K P ~ ' ° ( N i  = hi ,  N2 = n2) 

P ~ ' f ( N  3 = n 3 / N i + N  2 = it) = P " b ( N  3 = n3 /NI  = hi ,  N2 = n2) 

pour  tout  couple (n~, n2) tel que nl +n2  = n [cf remarque parag 4]. 
Pour  la lo~ Po~sson-Gamma pu~s pous la Po~sson-lnverse Gauss~enne les 

&stances d = E (obs-th6or)2/th6or du Chi-deux valent respectwement 

24,92 et 9,42 (t = 1: 5 classes) 

138,6 et 108,1 (t = 2 ; 30 classes) 

321,1 et 245,2 (t = 3, 39 classes). 

L'ad~quat~on est donc  globalement  medleure pour  la 1o~ Poisson-lnverse 
Gausslenne que pour  la Po~sson-Gamma.  L '6cart  entre ces 2 lois est cependant  
du aux classes ,~ forte sm~straht6 Pour  les classes ft. sm~stralit6 fa~ble ou 
moyenne,  la lo~ Po~sson-Gamma fourmt  un medleur ajustement.  

Le nombre  d 'observa t lons  +rant tr6s important ,  le test du Z 2 rejette I 'ad6qua- 
uon de I 'une et l 'autre loL Dans cette s~tuat~on on pourraJt enwsager  (pour  
t >/2) un ajustement par une 1ol compor t an t  plus de 2 param6tres [par exemple 
par une Iol de Slchel d6crite c~-dessus ou par une lol Po~sson-Gamma fi 3 
param&res  (cf RUOHONEN, 1988)]. 

Dans  les syst6mes de Bonus-Malus,  la d6termmat~on de la prime est obtenue 
par r6f6rence aux radices de fr6qucnce. Les radices eslmaes /2010 et /3(n) pour  
la 1ol Po~sson-Gamma et pour  la Iol Polsson- lG sonl donn6s dans les 
tableaux 2 et 3: 
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i2(nl )  = 12(nl; 0) off 0 est l 'est lmatlon de 0 obtenue  pour  t = 1. 

i3(n) = 13(nl+n2,00, O) pour  tout couple  (n I ,n2)  tel que n I+n~  = n 

(of. remarque parag 4) off (f, 0) est I 'estlmatlon de (v, 0) obtenue  pour 
t = 2 .  

Ces indices sont  compar6s  aux radices de fr6quence e m p l n q u e s  l~'(nO et 
1~' (,l)' 

i j - 2 ( N  I = h i )  l~(nl) = 1 0 0  

o6  le numhrateur d6slgne la fr6quence m o y e n n e  de 2 ~ a n n &  des pohces  ayant  
eu n~ sinistres l'ann6e prhchdente. 

J 1 3 ( N t + N  2 = n) 
IT'(n)-- 100 

//3 

off le num6rateur  repr&ente la fr6quence m o y e n n e  de 3 ~ a n n &  des pohces  
ayant  eu n Slmstres au cours  des 2 prem~6res ann6es 

T A B L E A U  2 

INDICES DE FRI~QUENCES OBSERVI~S ET THI~ORIQUES (I = 1) 

N o m b r e  de sm~stres 
0 I 2 3 4 

en I ~ dnn6e n I 

/i 2 (N I = n 0 0,15004 0,23377 0,31811 0,44618 0,57876 

I~ 011) observe 90,86 141,56 192,64 270,19 350,48 

]2(n0 Lot P-Gam 90,38 144,39 198,41 252,43 306,45 

i2(n~) Lol P-I G 90,68 140,57 208,17 288,96 377.70 

T AB L E AU 3 

INDICES DE FRI~QUENCES OBSERVES ET THIEORIQUES (l = 2) 

N o m b r e  de 
sm~stres cumul6s  n 0 I 2 3 4 5 

[ re et 2 ~ annees  

/1~ (N x + N 2 = n) 0.13055 0,20638 0,28696 0,37561 0,50509 0,62092 

L~(n) 83,03 131,25 182,50 238,88 321,23 394,89 

./300 Lol P-Gam 83,18 132,18 181,19 230,20 279.20 328,21 

i3(n ) Lol P-I G 84,08 126,77 183,83 251,89 326,88 405,82 



TABLEAU 4 

COMPARAISON DES VRI~QUENCES OBSERVI~ES ET THEORIQUES (!  = 2) 

ii 2 

t~xxxxxxxxx~ 1 2 3 4 5 Total 0 

763 782 105 046 11 539 1 206 112 20 881 705 
764018,0 (0,1) 104935,9 (0,1) 11452,3 (0,7) 1142,2(3,6) 108,5(0,1) 11,1 (7,1) 881668,0 
763288,8 (0,3) 1059723 (8,1) 11091,5(18,1) 1122,3(6,2) 116,7(0.2) 14,1 (2.5) 881605.7 

113 778 24 246 3 656 471 55 11 142 217 
113228.8 (2.7) 24714,8 (8,9) 3697,3 (0,5) 468,5(0,0) 54,0(0,0) 6,5 (3,1) 142169,9 
114347,1 (2,8) 23936,0 (4,0) 3633,0 (0,1) 503.7(21) 68,0(2,5) 10,4 (0,0) 142498,2 

13 441 3 731 747 148 20 I 18 088 
13334,0 (0,9) 3989,5(16,7) 758,3 (0,2) 116,5(8,5) 15,8(1,1) 2,2 (0,7) 18216,3 
12913,8(21.5) 3920.1 (9,1) 815.3 (5,7) 146,6(0,0) 246(0,9) 4,7 (2,9) 17825,1 

1 380 571 138 19 9 I 2 118 
1435.0 (2,1) 545,5 (1,2) 125.7 (I,2) 22,7(0,6) 3.5 0,6(8,5) 2133.0 
1410.0 (0,6) 586.5 (0,4) 158,3 (2,6) 35,3(7.5) 7,1 1,6(0.2) 2198.8 

160 81 22 8 1 1 273 
147.2 (1,1) 67,8 (2,6) 18,4 (0,7) 3,8 0,7 0,1 238,0 
158,2 (0,0) 85,4 (0,2) 28.6 (I,5) 7,7 1.8 0,5 282.2 

17 18 6 4 0 8 53 
16,4 (0,0) 8,9 (9,3) 2,8 (3,7) 0.6 0.1 0,0(52,6) 28,8 
21,4 (0,9) 14,3 (1,0) 5,8 (0.0) 1,8 0.5 0,2(7,2) 44,0 

7~ 

z ID 

.-q 

u'P 

© 
z 

> 
t'- 

Chlffres sup~rleurs fr6qucnces observecs 
ChllTrcs interm6dlalres fr6quences theonques P-Gamma} 
Chlffres mf~neurs fr6quences th6onques P-I G entre parcntheses distance du Z 2 ~e (obs-th6or)2/th6or 

II',,J 



TABLEAU 5 t.a 

COMPARAISON DES FREQUENCES OBSERVEES ET THI~ORIQUES (1 = 3) 

t t ~  0 1 2 3 4 5 Total 

673 792 81 180 7 996 720 88 6 763 782 
0 674380,0 (0,5) 81072,4 (0,1) 7810,7 (4,4) 690,4 (I,3) 58,3(15,1) 5.3(0,1) 764017,0 

672 645,5 (2,0) 82 553,9 (22,9) 7 549,6 (26,4) 661 5 (5,2) 59,2 (14,0) 6,2 (0,0) 763 475.9 

179 722 33 802 4 613 605 68 8 218 824 
I 178246,6(12,2) 34345,6 (8,6) 4553,4 (0,8) 512,5(16,7) 52.5 (4,6) 5,7(I,0) 217716,3 

181 504,0(17,5) 33 197,3(11,0) 4363 ,2(143)  5209(13,6) 60,3 (1.0) 7,9(0,0) 219653,6 

37 530 9 667 1 683 299 39 8 49 226 
2 37756,3 (I,4) 10011,3(11,8) 1690,0 (0.0) 231,0(20,0) 27,9 (44) 3,4(6,2) 49719,9 

36494,0(29,4) 9593,1 (0,6) I 717,9 (0,7) 265,3 (4,3) 38,1 (0,0) 6.1 (0,6) 48 114,3 

7 022 2 297 528 1 I I 15 0 9 973 
3 7337,0(13,5) 2 477,1 (13,1) 507,9 (0,8) 81,7 (10.5) 11.3 1,6(0,3) 10416,6 

7030,5 (0,0) 2518,0(19,4) 583,2 (5,2) 111.6 (0,0) 19,2 19,2(2,7) 10266,1 

I 294 561 150 45 10 I 2 061 
4 1361,6 (3,4) 558,4 (0,0) 134,7 (1,7) 24,9(16,2) 3,9 0,6(9,3) 2084,1 

1 384,0 (5,9) 641,2 (10,0) 184,0 (6,3) 42.2 (0,2) 8,5 1,9 (0,0) 2 261,8 

264 130 47 12 5 I 459 
5 247.2 (1,1) 119,2 (I,0) 33,1 (5,8) 6,9 (3,7) 1,2 0,2(14,6) 407,9 

284,6 (1,5) 163,4 (6,8) 56,2 (I,5) 15,1 (0,6) 3,5 0,9(0.6) 523,6 

34 30 17 6 3 0 90 
6 43 (1,9) 23,9 (1,6) 7,5 (12,1) 1,8 0,3 0,1 (21,0) 76,5 

59,3 (10,8) 40,8 (2.8) 16,4 (0,0) 5,0 1,3 0,4 (0,8) 123,1 

8 9 24 
7 6,9 (0,2) 4,3 (5,1) 15 13,3 

12 (1,3) 9.6 (0,0) 28,1 

4 3 2,5 (62,5) 15 
8 1,2 0,8 (12,5) 2,5 

2,8 2,6 (0,5) 8,6 (4,8) 7,4 

7' 
t"- 
C3 

t"rl 

© 
Z 
m ...q 

-v 
7~ 

,..q 

Z 

7~ 

,-q 

Chfffres superleurs fr6quences observ&s 
Chlffres mterm6dm,res fr6quences th6onques P-Gamma • entre parentheses d,stance du Z 2 le (obs-th6or)2/th6or Chfffres mfeneurs frequences theorlques P-! G )' 



TABLEAU 6 

INDICES DE FREQUENCES THfEORIQUES (I = 3) 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

7~ 

199,25 253,71 308,16 362,62 417,08 471,53 525,99 580,45 634.90 
211.28 294,55 385.93 481,68 579,79 679,24 779,50 880,28 981,40 

I 90,34 144,79 
90,46 141,63 

2 82,82 132,75 182,67 232.60 282,53 332,45 382,38 432,30 482,23 532.16 582,08 
83,62 127,33 186,05 256,14 333,27 414,38 497,69 582,28 667,66 753,55 839,78 

3 76,82 123,13 169,44 215,74 262,05 308,36 354.67 400,98 447,28 493,59 539,90 
78,43 I 16,88 167,98 228,87 296,03 366.83 439.72 513,84 588,72 664,00 739,82 

4 71,93 115,28 158,64 202,00 245,35 288,71 332,07 375.43 418,78 462,14 505,50 
74,34 108,88 154,39 208,52 268,32 331,51 396.67 463,03 530,12 597,70 665.62 

5 67,86 108,77 149,68 190,59 231,50 272,41 313,32 354,23 395,14 436.05 476,95 
71,03 102,57 143,80 192,78 246,94 304,28 363,50 423,88 484,98 546,55 608,46 

6 64,45 103,30 142,14 180,99 219,84 258,69 297.54 336,39 375,24 414,09 452,94 
68,29 97,45 135,32 180,24 229,96 282,67 337,20 392,84 449,19 506,01 563,15 

7 61,54 98,63 135,73 172,82 209,91 247,01 284,10 321,20 358,29 395,39 432,48 
65,99 93,21 128,38 170,03 216,17 265,15 315,87 367,68 420,18 473,14 526,43 

Chlffres sup~neurs 1ol B N (P - Gamma) 
Chlffres mf6neurs Iol P - I G 

Z 

o 
Z 
c 

i -  

t..d, 
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Les valeurs estlm6es sont proches des valeurs empmques  pour les historlques 
de Smlstraht6 fa~ble Dans  les autres cas, les radices d&ermm~s pour la 1o~ 
Polsson-Gamma sont nettement inf6rieurs aux radices emp~rlques alors que 
ceux calculus pour la 1o~ de Po~sson-Inverse Gausslenne sont sup6rieurs aux 
indices emp~nques 

Dans le dermer tableau (tableau 6) sont donn6s pour la 1o~ Bmommle 
N6gatwe et p o u r  la Iol de Polsson-lnverse Gausslenne les radices 
lr+~(n~, , n r ;  0,0) de fr~quence de I'ann6e T + I  conna~ssant le nombre 

T 

cumul+ E n, des Slmstres des T ann6es pr6c6dentes, o~ (f, t~) est l'est~mat~on 

de (v, 0) obtenue pour t = 3 
On se hm~tera fi T~< 7 alors m6me que I'hypoth6se d'une dtminut~on 

annuelle de la fr~quence des sinistres en progression g6om&nque sur une telle 
p6node pulsse sembler un peu trop optlm~ste. 

La Ion de Poisson-lnverse Gausslenne conduit fi un syst6me de Bonus-Malus 
comportant  des niveaux plus 61ev6s que la lo~ Po~sson-Gamma en cas de 
sm~straht6 lourde. 

AVERTISSEMENT 

W e  w o u l d  h k e  t o  t h a n k  o n e  o f  t h e  a n o n y m o u s  r e f e r e e s  f o r  h i s  h e l p f u l  

c o m m e n t s  o n  t h e  s u b m i t t e d  v e r s i o n  o f  t h i s  p a p e r  
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