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RI~SUMI~ 
Ohlin [7] a montr~ qua la rdassurancc Stop Loss est optimale pour la 

cfdante lorsque celle-c~ 6value ses risques au moyen d'une fonction de perte 
continue. Nous gdn6ralisons cette propridtd au cas de I'dtendue, puis nous 
montrons qu'elle n 'est  plus vdrilide lorsque la compagnie utllise un para- 
m6tre basd sur certains percentiles. Nous d6montrons ensuite un thdor6me 
d'optmlali t6 permet tant  de calculer la valeur du plein cn fonctton de l 'aug- 
mentation du portcfemlle 

~UMMARY 

Ohhn [7] showed opt imali ty  propertms of Stop Loss reinsurance when the 
ceding insurer uses a continuous loss function to evaluate his risks. We 
generahze this property to the range of the distr ibution; we then show that  
Stop Loss reinsurance ~s no longer the best form when the company uses a 
percentile parameter,  l?inally we prove an optmmli ty  theorenl concerning 
chance games whmh allows us to determine the retention as a functmn of the 
size of the portfolio. 

§ I .  FORSIE OPTII~'rALE 

Cor ts iddrons  mae p a r t i e  C1 a s s u m a n t  la  r e s p o n s a b i l i t 6  de n con-  

t r a t s .  D6s ignons  p a r  F~(x~) 13 f o n c t i o n  de  r @ a r t i t i o n  de  la  v a r i a b l e  

alc~atoire ~ l e p r d s e u t a n t  le m o r t t a n t  t o t a l  des  s i r t i s t res  a f f6 ren t s  a u  

r i sque  ,J(v = I . . . . .  n) p o u r  t o u t e  la  pd r iode  cortsiddrde,  e t  p a r  

F(x)  la  f o n c t i o n  de  r d p a r t i t i o r t  de ~, le m o n t a n t  t o t a l  des  s i n i s t r e s  

p o u r  l ' e n s e l n b l e  du  po r t e f eu i l l e .  C e t t e  v a r i a b l e  ~ p e u t  ~tre  mod i i fde  

p a r  une  r 6 a s s u r a a c e  sousc r i t e  aup r6s  de  13 c o m p a g n i e  C2. Soi t  

T(x) la  p o r t i o n  de  x conse rv~e  p a r  la  c d d a n t e  et  ( I - - T )  (x) la  

f r a c t i o n  c o m p l d m e n t a i r e  rdassur6e .  N o u s  s u p p o s o n s  que  C,. n ' e x i g e  

q u ' u n e  p r i m e  n e t t e  p o u r  la  p r i s e  en ch3rge  d 'u r t e  p a r t i e  du p o r t e -  

feui l le  de  C,.  

D e u x  p rob l&mes  se p o s e n t  g la  c d d a n t e :  

I)  le c h o i x  d ' u n e  f o r m e  de  r d a s s u r a n c e ;  

2) la  d d t e l m i n a t i m ~  d u  n i v e a u  de c e t t e  forme.  
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Le premier de ces problhmes ddpend dvidemment de la politique 
adoptde par la compagnic, c'est-~t-dire du crit6re adoptd pour 
comparer deux transfoimations T(x) et T'(x). Ce crithre est lui- 
m~me ddpendant du param6tre choisi pour mesurer la dispersion de 
la distributioll des risques. Le param6tre le plus naturel pour une 
lnesure de la stabilitd d'un traitd est la variance, qui correspond 
une fonction de perte quadratique. Borch [I 1 a montrd que dans ce 
cas, la rdassurance Stop Loss est optimale pour C~ et constitue la plus 
mauva.ise forme pour C2. Le chcix de la variance est dvidemment 
critiquable. Ohlin [71 a gdndralis6 le thdorhme de Botch k une 
fonction de perte quelconque, pourvu qu'elle soit convexe, continue, 
nulle ~ l'origine et non-ndgative. Cette lormulation englobe tous les 
paramhtres de dispersion habituels 5t l'exception de l'dtendue et des 
param6tres basds sur les percentiles. Or, d'un point de vue thdorique, 
l'dtendue posMde une signification importante: elle constitue It 
param6tre le plus pessimiste. Minimisel l'6tendue assimile la nature 
~t un 4tre malveillant et reprdsente l'analogue du crithre du mini- 
max de la thdorie des jeux. D'autre part, cette mesure de dispersion 
est la seule qui permette de donner ~t une compaglfie la certitude 
absolue de ne pas ~tre ruinde (si ses rdserves sont supdrieures 5. 
l 'dtcndue apr6s rdassurance). Nous allons montrer que le thdor6me 
d'Ohlin reste vrai lorsque l'on adopte ce paramhtre comme mesure 
du risque. 

Minimiser l'dtendue pour une prime nette de r6assurance donnde 
est un problhme dquivalent ~k celui qui consiste ~. minimiser la prime 
pour une rdduction d'dtendue donn6e. Nous allons montrer que la 
rdassurance Stop Loss permet d'atteindre une dtendue fixde ~ u n  
cofit infdrieur 5. celui des autres formes. 

THI~OR~SIE I: La rdassurance Stop Loss co6te moins cher que la 
rdassurance en quote-part, pour une rdduction d'dtendue fixde. 

Ddmonslralion: Soit E l'dtendue initiale du portefeuille. Nous 
pouvons toujours effectucr un changement de variable de manihre 
~. avoir E = I (si E cst i~ffini, le rdsultat est imlnddiat). Soit e 
l'6tendue aprhs rdassurance (o < e < I). Pour une rdassurance 
Stop Loss de plein N, e vaut prdcisdment la limite N. La prime 
P;  ~t verser 5. C2 vaut 
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1 

P; = I (x - -e)  dF(x). 
o 

La prime correspondante  P ;  pour  une rdassurance en quote-par t  
vau t  

1 
t 

Pq = (~ - -  ~) I xdF(x ) .  
o 

# 

Nous devons mont re r  que P; < Pq, c'est-5.-dire 
l 

e 0 

i 1 

o~ ~ ~ x e f ( x ) -  ~ f dr(x) _< i xd~ ' ( x ) -  I xdF(x) 
o • o • 

= f xdF(xL 
0 

Ii suffit (puisque e < I) de mont re r  que 
i e i l 

I xeF(x) -~  .r xdF(x)= ~ I xdF(x)<~ S er;(~). 
o o • • 

Cette derni~re in6galit6 est triviale, car x ne prend que des valeurs 
inf6rieures 5. I. De la m~me mani6re on mont re  la supdriorit6 de la 
r~assurance Stop Loss sur route  forme proportionneUe. 

TH1~ORI~ME 2" La r fassurance  Stop Loss est meilleure que la 
rfiassurance Excess of Loss. 

Ddmonstration: Pour  la rdassurance Stop Loss 

p; = 7 (x-~)ds~(,~). 
J 

Pour  avoir  une ~tenclue ~gale 5. e dans le cas d 'une r iassurance  
Excess of Loss, il faut que la somme des retent ions L,  soit 6gale 5. e. 

n 

X L~=e .  

La prime totale  P~ vaut  

P; = ~ j~ ( , ~ -  Lv/d~(~/. 
V.,l L v 
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11 suffit de faire la d6monstration pour un portefeuille comprenant 
deux contrats. I1 faut montrer que P; < P;, ou 

(x - -  e) dF(x) < Z S (x~ - -  L~) dFdx~) ; 

(x~--L~) dF(x) + ~ (x2--L2) dF(x) < ~ (xl--  L~) dF~(x~) + 
L 1 + L 2 LI ÷ L 2 L I 

+ ~ ( ~  - L~I eF(,~I. 
L2 

Supposons Lj > L 2  et ddcomposons les int6grales 
membre 

du premier 

L o0 ao  

f ( x , -  L~) dF(x) + .f ( x ~ -  L~) aF(x) + f ( x 2 -  L.,) dF(x) 
L1 LI L2 

L~ L 1 Ln 

o u  

L 1 iL 1 

J~ (x.i_--L1)dF(x)- I (x~-- L2) dF(x) < S (xi--L1)[dFl(x)--dF(.'l~)] 
L= 112 L t 

L~ 

En int~grant par parties 

[ ( x ~  - -  L1) (F~(x) - -  F(x)3L - -  [ EaFi(x) - -  aF(x)] 
L!  

+ [(x2--L2)(F2(x)--F(xl)]:2-- S [dF2(xl--dF(x)] > }' kxl--L1)dV(x) 
L2 LI  

LI 

- -  J" (x2-- L2) dF(x). 
L2 

Les termes entre crochets sont nuls. I1 reste 
L1 

F,(LO + F2(L2) --F(L1) - -F(L  0 > I (x l - -Li )  dF(x) 
L~ 

L1 

- -  J" (xa-- L2) dF(x). 
L t  

Le second nlembre est toujours n~gatif ou nul. Le premier membre 
est non-ndgatif car 

F~(Li) = P(¢i < L~) 2 P(~ + ~2 < L~) = F(L~), 
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les variables considdrdes ne prenant  que des valeurs positives ou 
nulles. Pa r  ccnsdqucnt  l 'indgalit6 est vdriii6e. Une d6monstra t ion 
similaile s 'applique k toutes  les formes non-proport ionnellcs.  

Coro l l a i r e :  La r6assurance Stop Loss est la pltts mauvaise  forme 
pour  C2. Ce corollaire est imm6diat  car l '4 tendue rdassur6e E - e  s'a- 
joute simFlement ~ l '6 tendue primit ive du r6assureur. 

T o u s l e s  param6tres  de dispersion envisag6s jusqu'ici  ont  fourni 
les m i m e s  rdsultats. Nous allons mont rer  pat un contre-exemple 
qu'il n 'en est pas de mfime lorsque l 'on emploie l ' intervalle inter- 
quartile. Supposons que Ct ghre un portefeuille de IO.OOO cont ra ts  
ident iques et inddpendants  pouvan t  conduire ~ un siuistre de 
mon tan t  unitaire avec une probabil i t6 de 1%. Le montan t  total  
des sinistres admet  une dis tr ibut ion binomiale de paramhtre  
p = o,oI et  d 'exposant  n = IO.OOO. Approchons cet te  d.istribution 
par  une normale de moyenne  ioo et d '6car t - type  IO. 

L ' in terval le  in terquar t i le  I vaut :  

I = Q3 - -  Q, = lO6,74 - -  93,26 = I3,48. 

Une r6assurance Stop Loss de plein N = IiO ne modifie 6videm- 
ment  p a s c e t  intervalle 

I s  = 13,48. 

La  pr ime pour  cet te  r6assurance vau t  

p ,  _ _  _ _ I  - _ _  I I O  - ~ \ - - i ~ )  

" IO 1 /~  xe  ~ ~ ~o j d x  IO l / ~  e d x  = 0,8326. 
l l l l  1 

L' in t roduc t ion  d 'une r6assurance err quote-par t  de t au x  a - -  
0,8326% (qui coflte 4galement Pq = o,8326) ram6ne l ' intervalle 
in terquar t i le  

Iq = o,9917 x 13,48 = I3,37. 

La  r6assurance en quote-par t  condui t  ~t u1~e plus faible dispersion. 
11 en est 6videmment  de m6me pour  tout  paramhtre  bas4 sur les 
percentiles (il suffit de choisir un plein plus 6lev6 que i t  percenti le  
sup6rieur). Cette discordance entre ce rdsultat  et les prdc6dents ne 
prdsente cependant  pas d. 'inconvdnients majeurs  car l ' intervalle 
in terquar t i le  (et ses d6rivds) const i tue une tr6s m~Luvaise mesure de 
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risque pour  un assureur : il ne t ient  pas  compte des valeurs extrSmes 
de la distr ibution,  qui sont dvidemment  primordiales dans ce cas. 

On peut  donc conclure que, pour  tou t  param~tre  de dispersion 
acceptable,  la r6assurance Stop Loss coflte le moins chef pour  une 
dispersion fix6e. La cddante a donc int~rfit 5. choisir une forme de ce 

type.  

§ 2. N I V E A U  OPTIMAL 

Les consid6rations d~veloppdes au § I. pe rmet t en t  5. C~ de choisir 
une forme opt imale  du trai t6 de rdassurance. Elles ne sont cepen- 
dant  d 'aucune  utilit~ pour  ddterminer  le niveau du trait6. Le choix 
de N consti tue dvidemment  un probl~me impor tan t :  un niveau t rop 
~levd condui t  ~ une dispersion trop grande des risques et donc h des 
rdsultats irr~guliers. Un niveau t rop faible entralne une r6duction 
excessive des bdn6fices. 

I1 est dvident  que le niveau global de rdassurance d@end  de la 
puissance de l 'assureur : une compagnie possfidant un grand nombre  
de polices peut  suppor ter  plus facilement l '6ventuali t6 de gros 
sinistres qu 'une  pet i te  compagnie et peut  par  cons6quent conserver 
une fraction plus impor tan te  de ses risques. 

Nous allons pour  cct te  raison diviser le probl~me ell deux parties : 

a) ddterlninat ion du niveau (5. un facteur  subjectif  pr6s) en fonction 

du nombre  de polices; 
b) d6terminat ion du facteur  subjectif.  

Supposons que les n contra ts  de Ct soient ind@endants ,  dquidis- 
tribu6s et de fonction de f r~quencef(x)  continue, d6finie sur l ' inter- 
valle [o, oo). Le th~or6me que nous allons d6montrer  est vrai pour  
des variables non-dquidistribudes, mais l ' in t roduct ion de telles 
variables n 'a  d 'au t re  effet que d 'encombrer  les notat ions  sans in- 
t roduire  de difficultds majeures  dans la ddmonstrat ion.  Soit g(xl le 
mon tan t  du sinistre se t)roduisant avec un dl6ment de probabili t6 
f ( x )  dx. Nous supposons que g(x) est convexe et ne cont ient  pas de 
te rme exponentiel  positif. Nous allons mont re r  qu'il y a moyen de 
choisir le plein N de telle mani~re que le montant total des sinistres 
apr~s r~ass~trance ne diff~re de la prime nette retenue de plats d'une 
qua~titd arbilrairement petite qTt,'avec u~,e probabilitd asymptolique- 
menl mdle. 
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La  pr ime net te  per~ue par  C~ pour  un contra t  v vaut  

p = E ( ~ )  = f gCx) f ( x )  dx. 
o 

Les lois des grands hombres  pe rme t t en t  d 'aff i rmer  que le mon tan t  
total  des sinistres converge vers la somme des primes net tes  lorsque 
le nombre  n de polices augmente  inddfiniment.  En pra t ique  n e s t  
fini, et il y a toujours  une diffdrence entre  les deux nombres.  

L6vy [6] a ddmontrd le thdor~me suivant :  

, ,Pour mesurer  une probabili td avec role pr6cision telle que 
l 'erreur  relat ive soit de l 'ordre de I/q, il faut  cont inuer  les ex- 
p6riences jusqu 'k  ce que l 'dv6nement  ait dtd rdalisd environ 
q2 fois". 

Donc, pour  que la probabil i td soit ddtermin6e avec deux chiffres 
significatifs, il faut  que l 'dvdnement ait fit6 observd IO.OOO lois 
environ. Pour  n peti t ,  les probabili tds les plus faibles sont real ap- 
proch~es par  les fr6quences relatives correspondantes.  Comme ce 
sont en gdndral les dv~nements de faible probabil i t6 qui conduisent  
aux plus gros sinistres, la diff6rence entre  les ddbours et les primes 
sera importante .  Pour  un pet i t  nombre  de polices, le mon tan t  total  

payer  sera re la t ivement  faible. Au fur et ~ mesure que n augmcrtte, 
des 6v~nements plus rares vont  apparMtre et les mon tan t s  des 
sinistros vont  croitre et tendre  vers les primes totales  per~ues. 

Ceci condui t  na ture l lement  k la conclusion suivante:  il ne faut  
consid6rer qu 'une  certaine pa t t ie  de la distr ibution,  ddpendant  de 
n. La  fract ion t ronqu6e doit diminuer  lorsque ~ augmeute,  pour  
disparai tre  k la limite. 

C~ doit doric conserver les risques les plus probables  et r~assurer 
les autres.  Nous proposons de choisir un niveau N tel que la prime 
net te  conservde par  Ct pour  mt cont ra t  v s'dl~ve 5. 

b(.) 

p(n) = I g(x) f (x )  dx, 
0(.) 

oh a(n) et b(n) sont deux hombres tels que 
b(.) 

f ( x )  dx = I ou b(n) = F - I  I " 
2 2 

0 
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f (x )  d x  = I o u  a ( n / =  F - '  I . 
2 2 

~(.)  

Po(n) est une fonction uniforme clout i ts  valeurs sont comprises 
entre  o et i .  Nous pouvons  imposer les deux conditions suivantes 
Po(X) : 

- - e l l e  doit 6tre monotone  non croissante;  en effet, lorsque 1¢ 
nombre  de polices n augmente,  i ts fr&luences se rapprochent  de 
plus en plus des prol)abilitds th6oriques;  il faut  tenir  compte  
d 'une  fract ion plus impor tan te  de la distribution.  

- -  Po(oo) = lira Po(n). En effet, en nous appuyan t  sur la loi des 
~- ->O0  

grands hombres,  nous pouvons exiger de re t rouver  la prime 
globale ~. la limite. 

Bien que le probl6me ne se pose que pour  n naturel ,  nous sup- 
posons P0(u) (et donc p(n) ) ddfirfies pour  tous les  r6els de l ' intervalle 
[o ,  oo/ .  

Cette formulat ion convient  pour  des fonctions de fr6quence en 
cloche, c'est-~t-dire pour  des g(x) en forme de U. Elle peut  ~tre 
aisdment adaptde ~. d 'au t res  distr ibutions de sirdstres. Par  excmple,  
pour  g(x) monotone  croissante, il suffit de poser 

p(n) = .f g(x) f (x) dx, 
o 

o h  c(,~,) - -  F - ~ [ I  - -  P o ( n ) ] .  

p(n) satisfait  aux propridt6s suivantes:  

- -  d ie  est non-ndgative;  
- -  c 'est une fonction non-ddcroissante de n; 
- -  d ie  tend  a sympto t iquemen t  vers p. 

Les lois des grands hombres  pe rme t t en t  d 'aff i rmer  que 

- -  I > E - - >  o p o u r  n - ->  Co.  
I 

Nous gdndralisons na ture l lement  cet te  propri6tds par la d6finition 
suivante : 
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Ddfinition I" Un trai t6 Stop Loss de plein N e s t  op t ima l  si et 
seulement  si 

p o u r  n ~ oo. 

TH~OR~ME 3" Uric cortdition suffisante d 'op t imal i t6  du trai t6 est 
que Po(n) soit de la forme A/n, oh A est une cons tan te  de l ' inter-  

valle [o, I]. 

§ 3. Dt~MONSTRATION DU THEORikME 3 

Le th6or6me est une cons6quence immddia te  des l emmes  I ~. 4 et 
dtt fair que A dolt faire par t ie  de l ' in terval le  uni ta ire  pour  que 
Po(n) soit comprise  entre  0 et I. 

Ddfinilion 2: Le trai t6 sat isfai t  k la condition A si 

A(n) = o(np(n)), 
oh A (n) = m a x  g(x). 

a (n) _<x_<p(n) 

Lemme I :  Si le t rai t6 sat isfai t  k la condit ion A et si P0(n) - -  
o(I/n),  il est opt imal .  

Ddmonslration: Pour  n fix6, d6composons  la var iable  aldatoire ~ 
en deux par t ies :  -q~ corttient les sinistres {g(x) [ a(n) < x < b(n)} et 

¢~ = {g(x) Ix  < a(n) ou x > b(n)}. 

E v i d e m m e n t  ~ = -~ + ~ .  

Pa r  d6finition E(-q~) = ~b(n). 

D ' a u t r e  pa r t  ~ == var  ('G) < E(-q~) -~ 

< 

b(.) 

I g~(x)/(x) dx 

b(~) 

max g(x) f f(x~ g(x) dx 
a (n) _<x_< b (n) a(,,) 

= #(n) .  A (n). 

~qt + . . .  + "qn est done une var iable  al6atoire de moye lme  rip(n) et 
de var iance  inf~rieure ou 6gale ~ rip(n) A (n). Err app l iquan t  l ' indga- 
lit6 de Bienaim6-Tchebycheff ,  il v ient  
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Pl I I 

en ver tu  de la condit ion A. 

= P { I ~ i + . . .  + ' , ~ , , - - n p ( n ) r  > enp(n)} 

A(~) 
<~ --~0. 

¢2np(n) 

Donc 

Posons 

Pour  acc61drer la ddmonst ra t ion ,  il fau t  p rouve r  que les var iables  
~ deviennent  n6gligeables, c'est-~.-dire que 

P { ~ + . . .  + ~ > o } - ~ o  n - - . o o  
°(.) 

P ( ~  > o )  = I f(x) dx + J~ f(x) dx 
o b(.) 

--F[a(n)] + I--F[b(n)] 

Po(n) Po(n) 
- + i - - i +  - - -  

2 2 

= Po(n). 

P I t ,  + . . -  + ~n > o ]  < n P o ( n ) - - ~ o  p a r h y p o t h ~ s e .  

P~(, , )  = [ P o ( ~ ) ] - I  

Lemmne 2: Si le t rai td sat isfai t  ~. la condit ion A, il est op t ima l  si 
Pl(n)  est lindaire. 

La  propri~t6 a dt6 ddmontrde  pour  P l ( n ) =  An 1+~. I1 faut  la 
p l o u v e r  pour  ~ = o. 

Utilisorts la relation 

P [ ] c - - d ]  > f] < P I l e - - d ]  > f/21 + P [ I c - - e l  > f / 2 ]  

avec C ~ ~1 + . . .  + ~n,  
~*(,) 

d = n I f(x) g(x) dx, 
~*(.) 

b=(,O 

e = ~ I f (xl  g(x) dx. 
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oh les a*(n) et b*(n) sont obterms en posant  Po(n) = 
A 

at(n) et be(n) en choisissant Po(n) = n~+t. 

I1 vienl 
b*(.) 

P { [ ~  + ... + ~n--n I f(x) g(x) dx] > ,n 
o*(.) 

b~(~) b*(.) 

A 
- -  et les 
n 

b*( .)  

I f(x) e(x) dx} 
bt(.) 

_< P{ I~ I f(x) g(x) dx - -  I f(x)  g(x) dx I > ,n/2 I f(x) g(x) dx} 
,,¢(,,) ,,*(,0 "t('O 

+ I ) { 1 ~ - ¢ - . . .  +~n--n  f f(x) g(x)dx[ >~n/2 f f(x) g(x)dx}. 
~E(.) o~(.) 

Le deuxi6me te rme du second membre  --+ o par  applicat ion du lem- 
./~---> oo 

me I. Le premier  t e rme du second mcmbre  est dgaI k 

P{I f f(xlg(x) dx+ f f(x) e(x)dxl >#2 f f(x) g(x)dx}. 
~,¢(.) b(.) .q, ,)  

Par  le thdordme de la moyenne,  il vierlt 
o(.) at(.) bt(.) 

P{ig(~) f f(x)dx + ¢('0) I f(x)dx I > ~/2 g(o~) f f(x)dx} 
otC.) ~(.) o~(.) 

> ~g (~ )  i . . . .  
2nl +t 2~-~+ ~ 

I A (n~--I  I ~ ( A )  t 
= P --2 [g(~) + g(Q)] \ - - - n l  +t ] > -2 g(~) I - -  n y + ,  1 

l n ' - - I  , ( n ~ t - - A )  l ( (A/2)(g(~) +g(~q))) 
= P K > K - 

= p { I K  (~t  _ ~) I > - '  +, _ A ~ } .  

En effectuant  un ddveloppement  en sdrie de Mac Laurin,  ce te rme vau t  

P{ [K(~ Log n + (e2/2) Log2n + . . . . . .  + I - -  I [ 
> , n  + ~ 2 n L o g n  + . . .  - - e A }  

= P{JK ~ Log n + (K/2) ~2 Log2n + . . .  I 
> ~ ( n - - A )  + ¢ ~ n L o g n  + . . . } .  
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Cette probabilit~ est nulle 5. partir  d'lln n suff isamment grand. 
Par  consdquent,  le premier membre  dc l'indgalitd tend vers o pour  
n ~ co. I1 nous faut montrer  que 

sachant  que 

P { I ~ + . . .  +~ ,~ - -~  

b*( . )  b * ( . )  

I f(x) g(x)dxl  > e n  I f(x) g ( x ) d x } ~ o ,  
.*60 ~*(~) n--~cc 

a*(,,) be(.) 

I f(x) g(x) dxl > ~ I f(.~) g(x) dx} ~ o. 
=*(,~) ae(.) n --~-m 

Ces deux probabilitds ne different que par le deuxi&me membre 
~ ( . )  b*(,O o*(.) 

~ ,  I / (x)  g(x) gx = ~ I f(x) g(x) dx + ,n I f(x) g(x) gx 
,,~(.) .*(,,) ~=1,,) 

b'=(.) 

+ ~" I f ( x )  g(x) d~. 
b*(~) 

Le deuxi~me terme du second membre  est 6gale h 

A g(~) ~ n ~ -  I 

2 n= 

~ E  

et tertd vers zdro lorsque c--+ o. 11 en est dvidemment  de m i m e  du 
dernier terme. Le lemme est ainsi ddmontrd. 

Lemmc 3 '  La  condit ion (A) est vdrifi6e lorsque Pl(n) = (nb/A) 
(b < ~). 

6(.) 
Ddmonsgration : p(n) = J~ f(x) g(x) dx. 

Donc 

o r  

p'(n) = f(b(n)) g(b(n)) b'(n) - - f (a (n ) )  g(a(n)) a'(nl ; 

~F (b(n)) 
3n - -  f ( b ( n ) )  . b '(n)  et 

~lr (a(~)) 
~ ,  - -  f ( a ( n ) )  . a ' (n) .  

~F (t (,,)) ~F (a(,,)) 
Par cons6quent p'(n) - ?n . g(b(n)) ?n g(a(n)). 
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C o m m e  F(b(n) )  = I - -  I -  
n - b 2 2 

- -  (ell p o s a n t  A = I pa r  commodi td ) ,  
2 

il v ien t  

et  

- - ;  F (a (n ) )  - -  

~F (b(n)) 
~n 

D o n c  g(a(n))  + g(b(n)) = p ' (n )  n ~+t 

L a  fonc t ion  g(n) & a n t  non  n~gat ive,  

m a x  (g(a(nl l ,  g(b(n))) _< p ' f n )  n b+~ 

b I ~F(a(n))  b I 

2 n b+l ' ~n 2 n hal  

b I 
p ' (n )  - -  2 n °+* [g(a(n)) + g(b(n))]. 

2 

-b. 

L a  cond i t ion  A dev ien t  
nl  ~X 

A(~) ~(,,) < x < b(~) 
~p(~) ~P(~) 

car  g(x) est convexe .  

2 

g (x) 
ma× (g(a(~)), g(b(~))) 

n p ( n )  

2 ~,b+l p'(n) 

~0(n) 
2 

< 
- -  b n p(n)  

2 ~'(~) 
_ _  n b  - -  

b p ( ~ )  " 

Darts  le cas  oh p(n) est  de fo rme  p o l y n o m i a l e  

p ( n )  = ao + a l n  + a2n~ + . . .  + arn", 

p ' (n)  = al + 2a2n + . . .  + r a m  r-1  

A ( n )  2 al  + 2a2n + . . .  + rarn  r - I  n r - i  
- -  n t~ ~ K n t~ - -  ~ K n t ~ - I  

rip(n) b ao + a t n  + . . .  + arn  r n r ' 

ce qui  t e n d  v e r s o  lorsque  b < I.  

On a b o u t i t  au  re&no r & u l t a t  p o u r  t o u t e  fonc t ion  p(n)  qui  n ' e s t  
pas  du t y p e  exponent ie l .  II  est  facile de voi r  que  p(n) est de fo rme 
exponent ie l le  si et seu lenmnt  si g(x) l 'est .  

L e m m e  4: Le  l e m m e  3 est  v&ifi6 si b = i. 

La  d 6 m o n s t r a t i o n  est similaire ~. ceUe du l e m m e  2. 
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§ 4. U x  CONTRE-EXEMPLE 

Lorsque  g(n) cont ient  un t e rme  exponent ie l  positif, il peu t  ne pas  
3' avoir  opt imal i t6 ,  comme  nous allons le mon t r e r  au moyen  de 
l ' exemple  su ivan t  • 

I 
= - - - e  -~/~ , ( x > o )  

g(~) = V ~ W~; 
P i ( n )  - -  n. 

I1 est facile de v6rifier que 

p = o v  

c(n) 
et p(n)- l/~. 

Pour  m o n t r e r  la non-opt imal i t6  de ce jeu, nous nous appuyons  
sur un thdorhme de Fellm [3]. 

J 

THgORikME 4: Soit an-->co une suite de hombres  positifs. La  con- 
dit ion ndcessa_ire et suff isante pour  qu' i l  existe une suite {bn} telle 
que P { l S n - - b n l  > * a n } - > o  pour  u - - ~ c o ,  est que, pour  tou t  
8 > o, on ait  s imul tandment  

n f d F ( x )  --> o et a~ 2t, f x2dF(x)  ->  o. 
I,I > ~o, IA > o~ 

Darts not re  cas, n J" d F ( x )  = n, J" f ( x ) d x  (en posan t  a n = p ( n ) )  
I~1 > &,.  ~*(-) 

V ~  

= n J" f ( x ) d x  (en posan t  8 = I/2~) 

= n[I  - -  F(c(n))]  

- -  n [ ~  - -  ( i  - -  ( i / ~ ) ) j  

- ~ I  I > 0 .  
I1 n ' y  a donc pas  optimali td.  

1.)'autres cxemplcs,  donnds dans [5] p c r m e t t c n t  de voir  quc I t  
thdor6me 3 ne peu t  ~tre 6tendu : la condit ion est suffisante mais  non 
n6cessaire, et il peu t  ne  pas  y avoir  convergence lorsque l 'on 
choisit  une fonction Po(n) , , t r o n q u a n t "  plus vi te  ou moins vite 
que ( a / n ) .  
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§ 5. DI~YFERMINATION DE A 

Le th6or6me 3 permet de d4terminer [e niveau optimal d'une 
r6assurance Stop Loss en fonction de l 'augmentation du hombre de 
polices. Le trait4 ddpend cependant de la coastante A de la fonction 
de troncature P0(n) = (A/n). 

Le probl6me de d6cision est ainsi ramend au clioix d'une constante 
en un seul point (ou, ce qui revient au m4me, au choix de l'origine 
de la courbe donnant N en fonction de n). A est l'616ment subjectif 
du probl6me et ne peut atre d6termin6e que lorsque la compagnie a 
pr4cis6 le but qu'elle ddsire atteindre. 

Par exemple, si C~ d6sire atteindre une variance V(-4), A peut 
fitre d6terminde en r6soivant le systhme de deux 6quations en les 
deux inconnues A et N: 

. b ( . )  

(x - -  N )  d r ( x )  = xdF( ) - -  z I f(x) g(x) dx. 
N 0 M 1 I I ( * )  

b ( . )  

o ~r v ~ o(.) 

Si C~ a choisi l '6tendue comme mesure de stabilit4, le syst6me se 
r6duit k 

f ( x -  E) dF(x) = E(~) --E(~) = E(~). 
E 

§ 6. EXTENSIONS 

Le th6or6me 3 a 6t6 present6 sous forme de probI6me de rEas- 
surance, mais le champ de ses applications est 6videmment beau.- 
coup plus large et s'6tend & tousles processus stocliastiques. La 
d6monstration du th6or6nm dans le cas oh les variables aldatoires 
consid4r4es sont discrhtes est donn6e dans [5J, ainsi que plusieurs 
contre-exemples. La g6ndralisation h des variables pouvant prendre 
des valeurs ndgatives s'effectue sans aucune difficult6. La seconde 
partie de [5J est consacr6 & l'application du thdor6me au cfil6bre 
,,Paradoxe de Saint Pdtersbourg". Les pr6visions thdoriques sont 
confront6es aux rdsultats d'une simulation portant  sur 2 22 r6p6- 
titions du jeu. 
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